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Signaalinkisittelyjirjestelmét
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HUOM! Kurssi luennoidaan todennikdisesti viimeisté kertaa kevéilla 2005! Kurssin tentteji
Jjérjestetddn toukokuuhun 2006 asti. Korvaava kurssi “T-61.XXXX Datasta tietoon”.

Esimerkkejé laskutehtéivisti

Tehtévid alkaen sivulta 2.
Mallivastauksia alkaen sivulta 20.
Kaavakokoelma alkaen sivulta 71.

Virheisté ja parannusehtotuksista voi laittaa viestid osoitteeseen t61140@cis.hut.fi. Huo-
maa myos, ettd internetisté 1oytyy paljon tietoa ja esimerkkidemoja. Alla olevassa taukossa
tehtivisarakkeen koodi “B” tarkoittaa ennen kyseisté tehtéivinantoa olevaa laatikkoa sivuilla

2-19.

Aihealue

Tehtivid (kts. B ylld)

Kompleksiluvut, pariton ja parillinen funktio
Kulmat, taajuudet

Eulerin kaava

Kompleksiarvoinen funktio

1-5, 4B

1,2, 7B, 22B, 26B
4B, 5

5, 44

Signaalit z(t) ja sekvenssit x[n], funktiot d[n], u[n]
Taajuussuureet ja yksikot
Signaalin ja sekvenssin jaksollisuus

6
7B, 22B, 26B
7-8, 23, 38, 8B

Jirjestelmét ja niiden ominaisuudet

Lohkokaaviot (=virtauskaaviot)

Lineaariset ja aikainvariantit (LTI) jérjestelmit, FIR, IIR
Konvoluutio, dekonvoluutio

LTI-suotimen impulssivaste h[n]

LTI-suotimen differenssiyhtilo

9-11, 14, 10B, 19B, 45B
9, 12-13, 19-20, 44, 46
12-14, 19-21

15-18

17, 19-20, 45-47

12, 19-20, 45-47

Jatkuva-aikaisen signaalin Z(t) Fourier-sarja

Diskreettiaikaisen sekvenssin #[n] Fourier-sarja

Jatkuva-aikaisen signaalin z(t) Fourier-muunnos (CTFT) X (jQ)
Diskreettiaikaisen sekvenssin z[n] Fourier-muunnos (DTFT) X (e/*)
Diskreetti Fourier-muunnos (DFT) X[k], FFT

Suotimien taajuusanalyysi, asteluku
Taajuusvasteen H (e/*) laskeminen
Amplitudivasteen |H (¢/*)| hahmottelu
Suotimen lineaarivaiheisuus £ H (e/*)
Ryhméviive 7(w), nousuaika, askelvaste s[n]
Ideaalisuodin

Konvoluutio- ja kertolaskuominaisuus

12, 39-40, 43-19
5, 45, 44B
5,45, 44B

45, 47

45, 47

39-40, 55

30, 41-42

Niytteenotto ja signaalin rekonstruointi

50-55

Matlab-komentoja

38, 44-45

. Esité kaava asteiden muuttamiseksi radiaaneiksi ja pdinvastoin.

. Piirré yksikk6ympyré.

a) Merkitse pisteet A = (0,0), B = (—0.5,0) ja C' = (—0.5, —/3/2). Mitki ovat timin
suorakulmaisen kolmion ABC kulmien arvot?

b) Mitké kaksi kulmaa vililld —7 ... 7 toteuttavat sin(w) = —0.57

3. Osoita

b) (214 22)" = 21 + 23

Kompleksilukujen kertausta (esimerkiksi s. 71 / Oppenheim).
Tirked Eulerin kaava ¢/ = cos(w) + j sin(w).
Kompleksiluku z voidaan # suorakulmaisessa koordinaatistossa z = x + jy (imagi-
ikko i tai ) tai polaarikoordinaatistossa z = 7 e?’. Luvun z kompleksikonjugaatti
2 =x — jy=re?’ jamoduli (pituus origosta) 2| = r = /a2 + y2.

. Funktio voidaan jakaa parilliseen (Even) ja parittomaan (Odd) osaan:

Evenfa(t)} = 1/2(a(t) + o(~1)] ja Odd{z(t)} = 1/2[a(t) — (1))
Olkoon H(w) = e/*. Laske:

a) Even{H(w)}
b) Odd{H (w)}

. Tutkitaan kompleksilukuarvoista funktiota H(w) = 1 — ¢/, (Témi osoittautuu myo-

hemmin tyypilliseksi diskreettiaikaiseksi ylipdastosuotimeksi.) Laske arvot H(w), |H(w)|
ja ZH(w), kan w = {0, 7/4, 7/2, 3w /4, 7}.

Maéritelldén yksikkdimpulssifunktio d[n| ja yksikkdaskelfunktio u[n] (joskus u[n]):

8] = 1, kisnn=0
0, kunn #0

1, kunn >0
uln] =
0, kann <0

6. Piirré seuraavat signaalit ja sekvenssit origon (¢t = 0 tai n = 0) ympérilld.

x5(t) = 2 cos(2mt — 7/2)

)
) @
‘) T
) @
)

e) xg[n] = uln] —uln —14]

) @z[n] = 242 — n)
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monikertoja (katso tehtévii alla).

Jatkuva-aikaisen (analogisen) signaalin jaksollisuus: 37 € R s. e. z(t) = z(t+T),Vt € R.
Eksponentti-, sini- ja kosinifunktio ovat jaksollisia 27:n suhteen. tuksen z(t + T')
jilkeen on siis tarkoitus l6ytéd sellainen arvo T:lle, ettd kulmaan lisétdén aina vain 2m-

Jos signaalissa z(t) on useita sinikkomponentteja, niin lasketaan ensin kaikkien jaksonajat
T; yksitellen ja etsitééin pienin yhteinen jaksonaika Tp, johon kaikki 7j:t meneviit tasan.
Perusjakso on pienin mahdollinen Tj; signaali on toki jaksollinen myos Tj:m monikertojen
suhteen. Yksikko [T] = s.

Perustaajuus on fj, jonka avulla kaikki muut signaalin taajuudet voidaan esittid sen

c) Esitd sydte-vasterelaatio rinnankytkennille S ja S,
d*) Esitd sybte-vasterelaatio jirjestelmille, jossa ensin on Sj, sithen sarjaankytkettyni

Sim ja Spm rinnankytkentd, jonka jilkeen sarjassa invertoitu Ss. Miksi lopputulos
ci ole sama kuin kohdassa c¢?

Jiirjestelmilld voi olla erilaisia ominaisuuksia, joiden avulla niitd voidaan luokitella. T#ll&
kurssilla tirkeimpid jirjestelmié ovat LTI-jirjestelmiit (linear and time-invariant), jotka
ovat siis lineaarisia ja aikainvariantteja. LTI-jarjestelmien kausaalisuutta ja stabiilisuutta
voi helposti tutkia myos impulssivasteen avulla.

harmonisina monikertoina. (T#hén palataan Fourier-sarjan yhteydessi.) Yksikkd [f] =
Hz = 1/s.

Peruskulmataajuus on ) = 27 f, jota toisinaan merkit#iin myds w. Analogisen suureen
yksikkd on [Q] = rad/s.

10. Tutki kutakin jérjestelméi ja osoita, onko se

a) muistiton b) lineaarinen (kuva 2)
d) BIBO-stabiili

¢) aikainvariantti (kuva 3)

. Mitké seuraavista jatkuva-aikaisista signaaleista ovat jaksollisia? Midrité jaksollisten sig- e) kausaalinen
naalien perusjakson pituus.

Si:wn 0.5z[n + 1]
Syt yoln] = —0.5z[—n —1]
Sy ys[n] = i [n] + ya[n] = Odd{z[n + 1]}

a) () = 3cos(55t)
b) a(t) = /71
) a(t) = cos(Ft?)

11. *Jérjestelmin ominaisuudet. Tutki, onko alla oleva jirjestelmi

Diskreettiaikaisen (tai digitaalisen) signaalin eli sekvenssin (lukujonon) jaksollisuus:

3N € Zs. e. z[n] = z[n+ N),Vn € Z.

Téami poikkeaa jaksollisen signaalin tarkastelusta vain siiné, etté indeksi n ja jaksonaika
N tulevat olla kokonaislukuja. Normalisoitu (néytteenottotaajuuden f, suhteen) kulma-
taajuus w = 2r(f/f), jonka yksikké [w] = rad.

a) lineaarinen ja/tai kausaalinen: y[n] = az[n—1]+b, jossa a ja b ovat reaalisia vakioita
b) stabiili ja/tai kausaalinen: y[n] = z[n + 2] + 0.5" z[n + 1]

¢) lineaarinen ja/tai aikainvariantti: y[n] = 22[n] = (z[n])?

. Mitké seuraavista sekvensseistd ovat jaksollisia? Madrité jaksollisten sekvenssien perus-
jakson pituus.

a) x[n] =3 cos(3rn)
b) zn] = cos(§ — )

¢) x[n] = cos(§fn) — 2sin(En + §)
9. Tarkastellaan kolmea jérjestelméid Sy, Sy ja S, joiden sySte-vasterelaatiot ovat:

Sy :y[n] = zln] + 2z[n — 2]
=z

Sy s yln] = z[n] — 3z[n — 1] — 2z[n — 2] X=X, [kl " Y,

]
z[n/2], n parillinen
) ol
0, n pariton . . i

x[n] -‘y[n] Kuva 3: Aikainvarianttisuuden osoittaminen. Jos y == 3, niin aikainvariantti.
—

Kuva 1: Tehtévit 9: Sydte z[n], vaste y[n] ja diskreettiaikainen jérjestelmé S (h[n]).

Sy :yln] =

12. Kuvassa 4 on toisen asteen LTI-suodin. Mikd on sen differenssiyhtilo? Miten lasketaan
N suotimen asteluku?
a) Olkoon sydtteeni lukujono z[n] = 38[n] + 28[n — 1] — 26[n — 2] = {3, 2, —2}. Anna

kunkin jirjestelmén ulostulojono. 13. Tarkastele kuvan 5 lohkokaaviokuvioita ja vastaa kysymyksiin, onko jérjestelmé

b) Esité syote-vasterelaatio sarjaankytkennélle S ja S a) lineaarinen ja aikainvariantti (LTT)?
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x[n]

Kuva 4: Tehtévin 12 suodinrakenne.

x[n]

-cos(pi/4)

iv

Kuva 5: Tehtévin 13 jirjestelmien lohkokaaviot

b) takaisinkytketty?
14. Kuvassa 6 esitetty sydte z1(t) tuottaa eréidiseen lineaariseen aikainvarianttiin (LTI) jérjes-

telméiéin sydtettynd vasteen y; (). Kéyttamilld hyviiksi LTI-jirjestelmén ominaisuuksia,
hahmottele saman jérjestelmin vaste sydtteelle zo(t).

Kuva 6: Tehtévi 14. Lineaarisen aikainvariantin jirjestelmén syote ja vaste.
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Konvoluutio jatkuville signaaleille ja diskreettiaikaisille sekvensseille:

oo
y(t) 21 (t) * 2a(t) = / 1 (T) 2a(t — 7) dT

+o00

y[n] aq[n] * z5[n] = Z 21 [k] za[n — k]

k=—o00

Konvoluution voi yhdistid suodattamiseen siten, ettd jos z[n] on sydte ja h[n] impulssi-
vaste, niin y[n] = h[n]*z[n] on vaste. Téten konvoluution saa laskettua vaikkapa niin, etti
laittaa sisééintuloon sekvenssin x[n] ja katsoo mité suotimesta h[n] tulee ulos; ulostulo on
konvoluution z[n] * h[n] tulos y[n].

. Piirré ensin lukujonot z[n] ja h[n]. Laske sitten diskreettiaikainen konvoluutiosumma
oo
y[n] = z[n] * h[n] = h[n] * z[n] = Z hlk]zn — k|
k=—o0
@) alnl = {1, 3, 2}, hfn] = {1, —1}
b) z[n] = 26[n — 1] + 36[n — 2|, h[n] = d[n] — d[n — 1]
16. Laske seuraavien diskreettiaikaisten jarjestelmien konvoluutio kun
a) z[n] ja h[n] ovat kuvan 7 kaltaiset (LTI)
bx) z[n] = a"u[n]
h[n] = B"uln], o # 3

... LI

10 5 01 1112 13 14 15 16

Kuva 7: Tehtévi 16: Jirjestelmén syGte ja impulssivaste.

Diskreettiaikaisen konvoluution tarkistamisessa on pari peukalosiéntod: (1) Konvoluu-
tion y[n] = h[n] * z[n] pituus on konvoloitavien sekvenssien pituuksien summa miinus 1.
(2) Konvoluution y[n] = h[n] * z[n] aloituskohdan indeksi on konvoloitavien sekvenssien
aloituskohtien summa.

Length{y[n]} = Length{h[n]} + Length{z[n]} —1
} =

Start{y|[n] Start{h[n]} + Start{z[n]}

. Tarkastellaan kuvassa 8 esitetyn kolmen lineaarisen aikainvariantin systeemin (LTI) kas-
kadikytkent#id. Systeemisté tiedetééin, etté impulssivaste ho[n] on

holn] = u[n] —uln — 2],

ja etté koko systeemin impulssivaste on kuvassa 9 esitetyn kaltainen. (Vihje: LTI-jirjestelmille
piitee esim. (hl* h2) * h3 = h2 x (hl * h3).)

T-61.140 SKJ (Esimerkkitehtivid 2005) Sivu 7 / 74

a) Miké on impulssivasteen h;[n] nollasta poikkeavan osan pituus? Etsi impulssivaste
hy[n].

b) Miki on systeemin vaste kun sydte on z[n] = d[n] — §[n — 1]?

x[n] yin)
% hnl H hjnl H hin ’_.

Kuva 8: Tehtévi 17: Kolmen LTI-systeemin kaskadi.

Q01234567

Kuva 9: Tehtévi 17: Kaskadisysteemin impulssivaste.

18. Laske konvoluutio -

yln] = z[n] + hln] = > alklhln — k]

k=—o00
missi

= 37bl = gryn— 1)+ (1)"71["]

3
= (%)nu[nJrS]

a) kiyttamélld suoraan konvoluution mééritelmés,

céiméilli konvoluution osittelulakia ((xy + 23) * h = (@1 % h) + (@3 % h)).
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jirjestelmit jactaan yleensé kahteen luokkaan niiden impulssivasteen pituuden pe-
rusteella: (1) Adrellisen pitkiin impulssivasteen (FIR = Finite (length) impulse response)
suotimet, ja (2) Adrettomin pitkin impulssivasteen (IIR = Infinite (length) impulse res-
ponse) suotimet.
FIR-suotimen laskenta menee “eteenpéin” eikd siind ole takaisinkytkent6ja. FIR-suodin
on aina stabiili, koska Y, |h[k]| < oo. FIR-differenssiyhtiilsssii ei ole muita ym termeji
kuin y(n].
IIR-suotimessa on silmukoita, takaisinkytkent6jd, jolloin laskenta on rekursiivista. IIR-
suodin voi olla stabiili tai epistabiili. ITR-differenssiyhtiilossé on aina mukana y:n edellisid
(tai tulevia) termeji.

19. Tarkastellaan systeemié, joka on mééritelty differenssiyhtiloni
yln] = afn] — aln — 1]

a) Piirrd systeemin lohkokaavio.

b) M i systeemin impulssivaste hn].

¢) Miké on systeemin vaste sydtteelld z[n] = (3)" u[n].

20. Tarkastellaan systeemid, joka on mééritelty differenssiyhtéloni
1
yln] = Syln = 1] = 2l

i systeemin lohkokaavio.
itd systeemin impulssivaste h[n], kun 0 < n < 4. Miten impulssivaste kiyttiy-
tyy n:n suuremmilla arvoilla?
¢*) Mikéi on systeemin vaste (ratkaise differenssiyhtald!), kun syéte on @[n] = (1)" u[n].
(Vihje: yrite, homogeeninen yhtéls, erityinen yhtéls TAI z-muunnos.)
. Tarkastellaan jirjestelmii Sy ja Sy kompleksisella syotteelld e/™/%. Riittiviitké annetut
tiedot osoittamaan, etté jirjestelmd Sy tai S, ei ainakaan ole LTI? (Kappale 3.2)
Sy TS /T

Sy 1 e™/6 (.23 eI™/0

Jaksollisen jatkuva-aikaisen signaalin Fourier-sarjaesitys esitelldén luvussa 3.3 ja sen omi-
naisuuksia luvussa 3.5 seki taulukossa 3.1 sivulla 206 (Oppenheim, Willsky).
Jaksollisen jatkuva-aikaisen signaalin Fourier-sarjaesitys:

+oo 1
z(t) = Z ay, kot jossa ay = T /Tz(t) ket gy

k=—00

Téssid wy (= Qo) on peruskulmataajuus, fo perustaajuus, ja Ty (T') perusjaksonpituus.
Jatkuvalle wy = 27 fy = 2n/Ty, Ty = ﬁ Yksikké [w] = [ = rad/s. Kulmataajuuden
esittdmisessi on valitettavaa vaihtelevuutta pienen ja ison oomegan suhteen. Yksikkotar-
kastelulla voi varmistaa, etti kosinin argumentiksi tulee paljas luku. Analogisen signaalin
osalta esimerkiksi: cos(0.47t) = cos(Q), jossa Q = 0.47 rad/s ja [t] = s.

. Tiedetédin, etti ag =0, ay =a_1 =2, ag =a_o =0, a3 = a_3 = —1, a; = 0 muulloin.
Muodosta synteesiyhtilolld z(¢), kun perusjakson pituus on 4. (Kappale 3.3)

. Médrid seuraavien jaksollisten signaalien peruskulmataajuudet (2 = w) ja Fourier-kertoimet
analyysiyhtalolla

a) x1(t) = e73«0!, (kompleksinen signaali)
b) x5(t) = cos(27t) 4 cos(3nt), (reaalinen signaali)

24. Jaksollinen signaali z(t), jonka perusjakso on 2 on mééritelty seuraavasti:

a) Piirrd z(t), kun t € =2..5.

b) Maériia Fourier-kerroin ag. Mité se esittéa?
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¢) Méérdd derivaatan dft(;) Fourier-sarja.
d*) Kiyti edellisté tulosta ja Fourier-sarjan derivointiominaisuutta (taulukosta: ﬂd}l
jhkwoay,) ja laske z(t):n Fourier-kertoimet.

25. *Signaalista z(t) tiedetéién, etti

i) z(t) on reaaliarvoinen

ii) x(t) on jaksollinen perusjaksolla 7" = 6
iii) a, =0, kan k=0jak > 2

iv) z(t) = —x(t — 3)

V) & [ la@)Pdt =

vi) a; on positiivinen reaaliluku

Osoita, etté z(t) = Acos(Bt 4 C) ja laske vakiot A, B ja C.

Jaksollisen diskreettiaikaisen sekvenssin Fourier-sarjaesitys esitelldén luvussa 3.6 ja sen
ominaisuuksia luvussa 3.7 seké taulukossa 3.2 sivulla 221 (Oppenheim, Willsky).
Jaksollisen diskreettiaikaisen sekvenssin Fourier-sarjaesitys:

1
z[n] = Z ay elhon jossa ay = N Z 2[n] edkwon

k=(N) o=y

Téssi wy on (nédytteenottotaajuuden suhteen normalisoitu) peruskulmataajuus, f; pe-
rustaajuus, Np(N) perusjatkonpituus, ja f, (= fr = Fs) niytteenottotaajuus, joka
useimmiten voidaan skaalata ja merkitd olevan f, = 2. Diskreettiaikaiselle sekvenssille
wo = 2nfo/fs = 27T/Ny, No = #, siten ettd N,n € Z. Kun f; = 2, T, = 0.5, niin
wy = 7fo = m/No. Yksikkd [w] = rad.

Yksikkotarkastelulla voi varmistaa, ettd kosinin argumentiksi tulee paljas luku. Diskreet-
tiaikaisen signaalin osalta esimerkiksi: cos(0.4mn) = cos(wn), jossa w = 0.47 rad ja [n] =
1.

5. Tiedetéin, ettd perusjakson pituus N =5 ja kertoimet ag =1, ay =a_1 =2, ay =

a_y = —1. Muodosta synteesiyhtélolla z[n]. (Kappale 3.6)

. Miirid seuraavien jaksollisten sekvenssien peruskulmataajuudet ja Fourier-kertoimet ana-
lyysiyhtalolla
= cos(mn/3)
sin(mn/2) 4 cos(mn/4)

Jatkuva-aikaisen signaalin Fourier-muunnos z(t) < X(jw) johdettiin Fourier-
sarjoista ajattelemalla jaksonaika dérettémén pitkéksi. Néin saatiin (Q = w):

1 [t
PG =) = 5 [ X ()
T J—oo
+o0 )
Fla(t)} = X(jw) = / z(t) e 7¥'dt
Huomaa myés taulukot 4.1 (s. 328, Properties of the F-transform) ja 4.2 (s. 329, Basic
F-transform pairs). Ensimmiisestd on usein apua tehtéivissi, joissa tiedetdéin signaalin

2(t) F-muunnos X (jw) ja halutaan etsié joku a:stéd johdetun signaalin F-muunnos. Jil-
kimmiéisessé on suoraan tiettyji muunnoksia.
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. Kirjan esimerkit 4.4 ja 4.5: integrointiharjoitus, sinc-funktio ja duaalisuus.
a) Laske Fourier-muunnos mééritelmin mukaan signaalille

z(t):{l,\t|<Tl

0,t| > Ty
b) Esité a-kohdassa saatu F-muunnos sinc-funktion avulla, sinc(f) = %

. F-muunna seuraavat signaalit ja impulssivaste kiyttien hyviksi taulukkoa (kts. al-
kaen sivulta 71) ja aiempia tuloksia. Vinkit: aikasiirto (a), aikasiirto ja lin. (b), aikasiirto
(c), derivointi ajassa (d).

a) z(t) =

2, 0<t<2
0, muulloin

, 0<t<1
, l<t<2

1
a(t) = (21(t) + 22(t) + 23(t)) = ; 9oty
0
)

, muulloin

h(t) = (ha(t = 2)) = e~ Du(t — 2

9 I(t):{l—\t. “l<t<l

0, muulloin

. Konvoluutio-ominaisuutta (s. 314) kiyttien voidaan differenttiaaliyhtiilo ratkaista nip-
piristi algebrallisesti (ilman yritteiti, vertaa tehtivi 20c):

y(t) = h(t) x2(t) < Y(jw) = H(jw)X (jw)
Laske impulssivasteiden h;(t) = e~%u(t) ja ho(t) = 2e'u(t) konvoluutio kiyttamsalla F-
muunnoksen konvoluutio-ominaisuutta. T#lloin aikatason konvoluutio A(t) = hy(t) * hy(t)

lasketaan F-muunnosten H; (jw) ja Ho(jw) kertolaskuna H (jw) = H;(jw) Ha(jw) ja timéi
tulos kéénteismuunnetaan takaisin aikatasoon H(jw) < h(t).

. *Fourier-kénteismuunnos

a) Laske kiifinteinen Fourier-muunnos

, 1Llwl < W
X(jw) =1
() {0. lw| > W

b) Esité a-kohdassa saatu signaali sinc-funktion avulla, sinc(f) = €222

¢) Esité suorakaidepulssin ja sinc-funktion duaaliominaisuudet Fourier-muunnoksessa
(s. 309-310).

32. *Lisi4 laskentaa

a) Laske h(t) = e'u(—t) ja x(t) = e 'u(t) konvoluutio y(t) = h(t)  z(t) kiyttamalla
konvoluutio-ominaisuutta.
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b) Laske R(jw), kun r(t) = e cos(2t). R, integroimalla, Ry taulukosta, niiden kon-
voluutio.

Diskreettiaikaisen sekvenssin Fourier-muunnos (DTFT)

FYX(e™)} = a[n] = % /2 X () e duy
Fla[n]} = X (&) = Z z

n=—o0

Huomaa myds taulukot 5.1 (s. 391, Properties of the d-t F-transform) ja 5.2 (s. 392, Basic
d-t F-transform pairs).

HUOM! Diskreetissé  Fourier-muunnoksessa (DFT) my6s taajuusalue on diskreet-
ti(taajuinen).

3. Laske scuraavien sekvenssien diskreettiaikaiset Fourier-muunnokset:

a) z[n] =6[n—1]+d[n+1]

. Tunnetaan reaalinen sckvenssi z[n] ja sen diskreettiaikainen Fourier-muunnos X (e/*).
Olkoon taajuudella w, = 7/4: X (e/7/9) = 3 4 4. Piiittele jaksollisuuden avulla ja laske

a) [ X (/)] b) £ZX (/D)
¢) X(ej(fvﬂ)) d) X(ej(W/H?v))
¢) Jos f; = 4000 Hz, niin miké on tutkittava taajuus f.
. Laske jaksollisen sekvenssin z[n] = sin((7/6) n+m/4) diskreettiaikainen Fourier-muunnos
X (7). Hahmottele kuvaajat | X (e*)| ja ZX (/).

. Olkoon X (e7*) kuvassa 10 esitetyn signaalin z[n] Fourier-muunnos. Tutki taulukon 5.1
ominaisuuksia. Fourier-muunnosta X (e/*) ei tarvitse méérittdd missiiéin kohdassa, kun
huomaa kilyttid symmetrisyytti z[n — 2]!

X

a_ﬁ |
i

E

[,
il

Kuva 10: Tehtévi 36 Diskreettiaikainen sekvenssi z[n].

a) Laske X (e/). b) Etsi ZX ().
+7
c¢) Laske / X () dw. d) Etsi X (e’7).

dX () |*

+m St
o Maarita [ 1xX(E)Pdon [ e ) Laske — L /x(e).

dw
g) Médrité ja piirrd signaali, jonka Fourier-muunnos on Re{X (e’“)}.

dw
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. Diskreettiaikainen Fourier-muunnos on 2-jaksollinen, itseisarvon |X(e/*)| ollessa pa-
rillinen ja ZX(e/*) pariton funktio. Kuvassa 11 on reaalisen sekvenssin z[n] Fourier-
muunnoksen itseisarvo | X (e/#)|. Hahmottele kukin | X (e/%)] alueelle —2 f;...2 f,.

Niytteenottotaajuuden f;, niytteenottokulmataajuuden ws ja niytevilin Ty yhteys on
fs = ws/(2m) = 1/T. Esimerkiksi f; = 44100 Hz — niytteiden vilinen aika on 22, 7pus.

X jw)l XEw)l X(ejw)l

.2 f

Kuva 11: Tehtévi 37: Spektrejd kaistalla [0. .. f,/2] tai [0...7].

. Matlabin £t (x)-komento palauttaa sckvenssin x diskreetin Fourier-muunnoksen (discre-
te Fourier transform, DFT):

N-1
X[ = X () umsmtyn = 3 aln] e /N 0 <k <N -1

n=0

Téssé siis spektri on myds lukujono spektrikomponenttien arvoja. Téten laskuoperaatio
voidaan toteuttaa tietokoneella.!

Yhdisté kuvan 12 vasemman sarakkeen sekvenssit ja oikean sarakkeen tehospektrit | X (e7<)[2.
Vinkki: Yksi jaksollinen kosini taajuudella f; luo yhden piikin spektriin positiiviselle taa-
juudelle f;.

Tehty Matlabilla:

[x, fs, nbits] = wavread(’aani.wav’); % luetaan &d&nisignaali, fs=ndytt.ottotaaj.
soundsc(x, fs); kuunnellaan

M = length(x);

t =[1:M / fs; aika-akseli

plot(t, x); piirretésn aaltomuoto

xlabel(’Time (s)’);

xF = 2%fft(x)/M; lasketaan DFT

£ =fs * [0 : M-1]/M; taajuusakseli 0..2pi == 0..fs
plot(f, xF.*conj(xF)); piirretddn |X(exp(jw))|~2
xlabel(’Frequency (Hz)’);

LTT-suotimet ovat laskennallisesti yksinkertaisia. Niiden input-output-relaatio voidaan
esittdd differenssiyhtilslld. Niilld pystytddn tekemidn taajuusselektiivisia suotimia, joilla
voidaan vaimentaa haluttuja signaalin spektrin kaistoja.

39. Hahmottele seuraavien suodintyyppien amplitudivasteet taajuustasossa:

Diskreettiaikaisessa Fourier-muunnoksessa, DTFT, X (¢7%) saa w € R. Kun Jos esimerkiksi Matlab antaa.
kuvaajan X (e7“):sta, se on useimmiten laskettu riittdviin monen pisteen DFT:4 kiiyttden.
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1

004 006 008 01 012 ) 500 1000 1500 200
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001 002 003 004 005 0 200 400 600 800 1000
Time (s) Frequency (Hz)

005 01 X 2000 4000 6000 8000 10000
Time (s) Frequency (Hz)

Kuva 12: Tehtévi 38: Yhdistettiavit sekvenssit (vasen sarake) ja spektrit (oikea).
a) alipdéstosuodin ¢) kaistanestosuodin

b) ylipddstosuodin d) kaistanpiistosuodin

40. Tarkastellaan jatkuvaa periodista signaalia (t), joka on médritelty seuraavasti:
x(t) = cos(2nt) + 0.3 cos(20mt)
Hahmottele signaali z(t) aikatasossa.
Marité signaalin (¢) peruskulmataajuus ja Fourier-sarjaesityksen kertoimet ay.

Signaalia z(t) suodatetaan ideaalisella alipddistosuotimella, jonka rajakulmataajuus
w, = 107. Piirrd suodatettu signaali.

Signaalia z(t) suodatetaan ideaalisella ylipadstosuotimella, jonka rajakulmataajuus
w, = 107. Piirrd suodatettu signaali.

41. Konvoluutio-ominaisuutta (s. 382)
yln] =hln]=zln] < Y(eY) = H(¥)X ()
kilyttiden ratkaise y[n| (vrt tehtidvi 20c ja 30)
a) hin] = (3[n — 1] — 6[n — 2]), z[n] = 0.6"u[n]
b) hln] = 0.4" Yu[n — 1], z[n] = (—0.7)"u[n]
. Kéytd hyviiksesi kertolaskuominaisuutta (s. 388)
oy _ L 0 (w0)
y[n] = hln] - z[n] Y(e®)=— [ H()X(e ) df
27 Jor
Signaalien z[n] ja g[n] Fourier-muunnokset ovat X (e’*) ja G(e’*). Lisiiksi on voimassa
yhtélo
I
o [ﬂ X(@)G(E@ N dg =1+ e
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a) Jos z[n] = (—1)" niin médrid diskreetti signaali g[n] siten, ettéd sen Fourier-muunnos
G(e*) toteuttaa ylldolevan yht#lon. Onko olemassa muita ratkaisuja g[n]?

b) Toista edellinen kohta signaalille z[n] = (1)"u[n].

43. Ylipadsto- ja kaistanpidstosuodattimia suunniteltaessa toteutetaan usein ensin alipids-
tosuodatin, jolla on halutut ominaisuudet ja sen jilkeen muunnetaan se HP- tai BP-
suotimeksi. Etuna téstd on, ettd kaikkien suodintyyppien toteutukseen riittévit pelkis-

tosuodattimen suunnittelualgoritmit. Tarkastellaan esimerkiksi diskreettiai-
osuodatinta, jonka impulssivaste on hy,[n] ja taajuusvaste Hy,(e??). Modu-
loidaan impulssivastetta jaksolla (—1)", niin etté hyy[n] = (=1)"hyy[n)].

a) Midritd Hy,(e™) Hyp(e’)m avulla. Osoita, ettéd Hpyy(e/*) on ylipddstosuodattimen
taajuusvaste.

b) Osoita, etti diskreettiaikaisen HP-suodattimen impulssivasteen modulointi jaksolla
(=1)" tuottaa alipdéistosuodattimen.

. Tutkitaan taajuusvastetta ja sen laskemista.

Aikatasossa ulostulosekvenssi y[n] saatiin laskemalla impulssivasteen ja syStteen konvo-
luutio y[n] = h[n] * z[n]. Jos sybtteeksi asetetaan z;[n] = e/ saadaan:

yln] = )« afn = 3 hlklafn — K = 3 Ak 0D
k k

(i /L[k]e”“"“) . eem

k=00

Huomataan, ettd ulostulossa on sama taajuuskomponentti e’ kerrottuna jollain
(kompleksiarvoisella) arvolla, joka vaikuttaa komponentin amplitudiin ja vaiheeseen. Ter-
mid H(e’*) = 3, h[kle™* kutsutaan taajuusvasteeksi. Taajuusvaste kertoo, miten
suodin toimii taajuuden funktiona - LTI-suodin on “taajuusselektiivinen”. Taajuusvaste on
impulssivasteen Fourier-muunnos ja impulssivaste on taajuusvasteen kiinteinen Fourier-
muunnos. Taajuusvaste on yleensd kompleksiarvoinen, joten useimmiten késitellddn vain
sen itseisarvoa, amplitudivastetta, |H (e/*)|.

x[n] hin]

o )y,

X(elw) H(eiw)

Kuva 13: Tehtéivii 44: y[n] = hln] * z[n] < Y (e/*) = H(e*) X (/)
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Lineaarisen vakiokertoimisen differenssiyhtilon karakterisoima LTI-jérjestelmé (s. 396-
399). Aikatason konvoluutio vastaa taajuustasossa muunnosten kertolaskua

y[n] = h[n] * z[n] < Y(e*) = H(e’*) X (e7*) (katso kuva 13).

Muistetaan alkukurssista, ettd kausaalista, diskreettida LTI-jirjestelméd kuvaa vakioker-
toiminen differenssiyhtild

N M
Zak yln— k] = Z b x[n — k]
k=0 k=0

Kun F-muunnoksessa kéytetdéin hyviksi viiviistysominaisuutta (z[n — ng] <
e™Imw X (e/?)), saadaan

N M
Z a eIy () = Z by, e 7R X (99)
k=0 k=0

Téssi X (e) ja Y (e/*) ovat selviisti vakioita indeksin k suhteen, joten ne voidaan ottaa
ulos summasta. Konvoluutio-ominaisuuden (Y'(e’*) = H(e/*)X (/%)) huomioon ottaen
impulssivasteen h[n] Fourier-muunnos H(e’*) eli taajuusvaste on

Tunnetaan LTI-jéirjestelm S sen impulssivasteen avulla h[n] = § (—d[n] + 26[n — 1] — d[n — 2]).

a) Kirjoita differenssiyhtéld ja piirrd aikatasossa lohkokaavio, jossa z[n] tulee vasem-
malta jirjestelmién S ja ulostulona on y[n].

b) Kirjoita H(e/*) eli maérad kertoimet by, by ja by. Mité tulee jakajaan arvoiksi ay?

¢) Onko kyseessi ali- vai ylipidstosuodin?

Uscin halutaan analysoida LTT-suotimen kiytosti. Léhtétilanteena voi olla (a) suotimen
lohkokaavioesitys, (b) impulssivaste h[n], (c) differenssiyhtils y[n] = ... tai (d) taajuus-
vaste H(e’*). Kaikki ndmé ovat yksikésitteisid, joten kun yksi nikékulma tunnetaan,
voidaan muutkin laskea tai havainnollistaa.

Lohkokaaviosta tai differenssiyhtiilostd nihdédin usein suotimen kiytdnnon toteutus,
laskenta-algoritmi. Impulssivaste h[n] kertoo suotimen kiytoksen aikatasossa. Impulssi-
vasteen Fourier-muunnos H(e/*) kertoo kiytoksesti taajuustasossa.

Kuten tehtév: 44 huomattiin, dérellisen pitkén impulssivasteen (FIR = Finite (length)
impulse response) taajuusvaste H(e?*) on e/“:n suhteen yksinkertainen polynomi. Jos
impulssivaste on &irettéméin pitkd (IIR = Infinite (length) impulse response), niin
taajuusvaste H(e’) on rationaalilauseke, jossa sekil osoittajassa ettéd nimittéjéssi on
polynomilauseke.

LTI-jérjestelmissi impulssivasteesta h[n] voidaan nihdé jérjestelmén kausaalisuus ja sta-
biilisuus. Jos h[n] = 0, kaikilla arvoilla n < 0, niin jirjestelméd on kausaalinen. Jos
> e oo |[K]| < o0, niin jérjestelmé on stabiili.

. Olkoon annettuna taajuusvaste H(e) = 0.5- (1 4+ e™9¥). Taajuusvaste voidaan hajottaa
amplitudi- ja vaihevasteeseen H(e/*) = |H (e/*)| el @8lH ()},
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mpulssivaste h[n], piirré se ja jirjestelmén lohkokaavio.
Vinkki: FIR-tapauksissa H(e?) = 3 h[n] e77*"; TIR kts. tehtiivii 46.
b) Laske ja piirrd askelvaste s[n] = >_r ___ h[m].
¢) Hahmottele H(e’*):m kuvaaja kompleksitasoon, kun w saa arvoja 0..7. Laske muu-
tamia arvoja ja hahmottele “pehmeésti” niiden vélilta.
d) Laske amplitudivaste |H(e?*)| (kompleksiluvun itseisarvo) ja hahmottele se vililli
0..m.
e) Laske vaihevaste arg{ H(e’*)} (kompleksiluvun kulma) ja hahmottele se vililld 0..7.
f) Desibeli-asteikolla teholliset amplitudiarvot saadaan laskemalla 10 log,, | H (e/*)|* =
20 log, |H(¢’*)|. Hahmottele d-kohdan amplitudivaste nyt desibeli-asteikolla.
g) Ryhmikulkuaika/ryhméviive/etenemisviive saadaan vaihevasteesta
m(w) = —4- arg{H(e’*)}. Laske 7(w). Miké on sen yhteys impulssivasteeseen?

h) Alla on annettu toisen suotimen Hy(e?*) = 0.1 ZZ:D e~/% amplitudivaste, impulssi-
vaste ja askelvaste. Mitka ovat suotimien H(e/*) ja Ho(e’) erot kaistanleveyksissi ja
(askelvasteiden) nousuajoissa? Nousuaika on aika, jossa askelvaste nousee 10 %:sta
loppuarvostaan 90 %:iin.

*1) Matlabin komennot?

g B 1

Kuva 14: Tehtivi 45: Hy(e’): Amplitudivaste |Hx(e’*)|, impulssivaste ha[n] ja askelvaste sy[n].

46. Kausaalinen ja stabiili LTI-systeemi on méériitty seuraavan differenssiyhtélon avulla:
1
yln] = z[n] = Syln 1]

a) Piirré lohkokaavio.

b) Laske taajuusvaste H(e?*).

¢) Hahmottele |H (/).

d) Laske impulssivaste h[n].

47. Tutki seuraavissa kuvissa esitettyji realisoitujen suotimien amplitudi- ja impulssivasteita.

a) Miten suotimen asteluku vaikuttaa piésto- ja estokaistan viliseen siirtymikaistaan
(transition band)?

b) Miten suotimen asteluku vaikuttaa ryhméviiveeseen, kun kaikki toteutukset ovat
lineaarivaiheisia suotimia.

¢) Miké on askelvasteen nousuajan (suotimen nopeus) ja siirtymikaistan leveyden suh-
de?
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A

Kuva 15: Tehtévi 47: Vasemmalla toteutetun suotimen |H(e/*)| amplitudivaste asteluvuilla
N = {1, 10, 100} ja kunkin suotimen hy[n], hig[n], higo[n] impulssivaste.

*d) Millaiselta ideaalisuodin niyttiisi? Mitd tarkoittaa suotimen realisaatio? Mité suo-
timen suunnittelussa lasketaan? Miten digitaalinen suodin voidaan tehdd?

48. Jatkuva-aikaisen, kausaalisen ja stabiilin LTI-systeemin taajuusvaste on H (jw) = }—;—%

a) Osoita, etti |H(jw)| = A ja laske A
b) Minké tyyppinen suodin on kyseessi?
¢) Mééritd, miké seuraavista viitteistéd pitidd paikkansa ryhmiviiveelle
T(w) = —d(arg H (jw))/dw:
i) 7(w) =0, kinw >0 i) 7(w) >0, kinw >0 i) 7(w) <0, kunw >0
49. *Tutkitaan kuvassa 16 esitettyd mekaanista systeemii. Systeemin liikeyht#lé on muotoa

Bu(t) + K / v(t)dt = f(t).

a) Oletetaan, ettd vaste on f,(t), jousta kokoon puristava voima. Kirjoita differentiaa-
liyhtdlo f(t)m ja f(t)m avulla, etsi systeemin taajuusvaste ja osoita, etti se approk-
simoi LP-suodinta.

b) Oletetaan, etti vaste on fy(t), hydraulista vaimenninta puristava voima. Kirjoita
differentiaaliyhtilo fy(t)m ja f(f)m avulla, etsi systeemin taajuusvaste ja osoita,
ettd se approksimoi HP-suodinta.

v(t)

(1)

[FAAAAA,

B

Kuva 16: Tehtévin 49 jérjestelma.
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Niytteenotossa jatkuvasta signaalista otetaan yleensi tasavilisin ajoin niytteitd, jolloin
saadaan lukujono. On olemassa myds téysin synteettisiéi lukujonoja, jotka voidaan rekon-
struoida jatkuvaksi signaaliksi (tietokoneddnet yms.)

. Niytteistd kuvassa 17 olevaa jatkuvaa kosinisignaalia z(t) = cos(2r 100¢) kolmella néyt-
teenottovililld (i) 0.001 s, (ii) 0.004 s, (iii) 0.00666 s, ja piirrd diskreetit arvot kuvaajiin.
Tarkista niytteenottotaajuuden “riittévyys” ja hahmottele diskreeteistd néytteist:
jatkuvaksi palautettu signaali 2(t).

0 o005 o001 005 002 0 0005 001 0015 002 005 001 0055 002

Kuva 17: Tehtévi 50: z(t), néytteistd z[n] kiyttden (i) 0.001 s, (ii) 0.004 s, (iii) 0.00666 s

51. Osoita, etté jaksollinen impulssijuna p(t)

voidaan esittdd Fourier-sarjana

L= v
— j(2m ) Ts)kt
p(t) =7 > ¢

S k=—c0
jossa wy = 27/T on niiytteenottokulmataajuus.
. *Edellisen tehtidvin impulssijunan Fourier-muunnos voidaan esittii myds muodossa
. Py -
P(jw) = — E (w — kws
T
k=—o00

Niytteistdminen voidaan mallittaa aikatason kertolaskulla = 1, (t) = z(t)p(t). Miki
on X, (jw) mielivaltaiselle syctespektrille X (jw)?

Vinkit: jaksollisen signaalin (Fourier-sarja) Fourier-muunnosesitys
o
X(jw) = E 27ayd(w — kwo)
n=—oc
Signaalien kertolasku aikatasossa vastaa muunnosten konvoluutiota taajuustasossa:

1

o) - za(t) < o

[t * Xati)] = o [~ X)Xt - 0)d0

. Tunnetaan jatkuvan signaalin z(t) spektri | X (jw)|, joka on piirretty kuvaan 18. Signaalin
korkein taajuuskomponentti on f,. Néytteistetédéin signaalia niytteenottotaajuudella f;
eli niiytteet otetaan Ty = 1/f, vilein: z[n] = x(nT). Hahmottele diskreetin signaalin
spektri | X (&), kun

a) frp=025 f;
b) frn="05f,
¢) fn=0.75 f;
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XGwl

Kuva 18: Tehtévi 53: Spektri X (jw)

54. Tarkastellaan jatkuva-aikaista jaksollista signaalia x(t)

cos(2m 100 t) 4 cos(27 300 t) + cos(2w 750 ), ¢ >0

1) =
oA =1,, t<0

jossa siis kosinitaajuudet 100, 300 ja 750 Hertzii. Signaali néytteistetidén taajuudella f,.
Toisin sanoen, Ty = 1/f,, p(t) = fi > pe_ . ¢/@™I* Niin saadaan diskreetti sckvenssi
z[n] = z,(t) = x(nTy).

a) Hahmottele (¢)m spektri (kosini vastaa piikkid taajuustasossa)

b) Hahmottele z[n]:n spektri, kun f; on
i) 1600 Hz i) 800 Hz iii) 400 Hz
55. Signaalin rekonstruointi niytteistia

a) Piirrd mielivaltainen kaistarajoitettu X (jw), jonka suurin kulmataajuus on wy.

b) Niytteistd signaali néytteenottokulmataajuudella wy > 2wy, Piirré néytteistetyn
signaalin spektri X, (jw).
Niytteistettyd signaalia on voitu suodattaa digitaalisella suotimella, toisin sanoen,
lukujonolle on voitu tehdd muutoksia. Rekonstruoi signaali (spektri) takaisin jat-
kuvaksi kiyttamilld ideaalista alipddstosuodinta H(jw), jonka rajataajuus w. on
wyr < we < 0.5w,. Piirrél palautetun signaalin spektri X, (jw) = X, (jw)H (jw).
Esité edellisen kohdan yhtélo aikatasossa
a,(t) = ()« h(t) = D07 ap(k)h(t — KT) Mikii on c-kohdan ideaalisen alipiiis-
tosuotimen H(jw) impulssivaste h(t)?
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T-61.140 Vastauksia tehtéviin

1. Ympyrin 360 astetta vastaa 2m:é. Eli:
DEG  RAD
360 27
Esim. suorakulma on 7/2. Jatkossa kiytetédn lihinnd radiaaneja perusvalilli —m ...+ .

2. Eksponenttifunktio e/ = cos(w) + j sin(w) piirtdd yksikkdympyrén, kun w = —7... + 7.
Nihdidn: [e/| = | cos(w) + jsin(w)| = \/cos?(w) + sin®(w) = 1.
a) Suorakulmaisen kolmion (Pythagoras a? + b* = ¢?)
kulmat:

ZABC = /2
/ZBCA = arctan(\%iz) =(1/6)7

LCAB = m—n/2— /BCA=(1/3)r

b) Laskin antaa radiaaneissa arcsin(—0.5) = —0.5236 ~
—7/6, ja yksikkympyristd voidaan tarkistaa, etti
halutut kulmat ovat w; = —7/6 ja w, = —57/6. Voi-
daan siis nihdé, ettd x = cos(w) ja y = sin(w).

3. Kompleksilukuja suorakulmaisessa ja polaarikoordinaatistossa.

a) Polaarik.: z2* = reifr =90 = y2 100 = 12

suorakulmainen: zz* = (2 + yj)(z — yj) = 2% + y*

b) (z+2)" = (z1+jy + a2+ jye)’
= (v1+ 22+ 7y +12))°
=1+ 22— j(y1 +y2)

Ty = Jy1 + 22— jy2
2+ 2

4. Parilliset ja parittomat funktiot:
Funktio f(z) on pariton, jos f(—z) = —f(z) (kuvassa vasemmalla)
Funktio f(z) on parillinen, jos f(—z) = f(z) (oikealla).
Sini on pariton funktio ja kosini on parillinen funktio. Miki tahansa funktio f(z) voidaan
ilmaista parittoman ja parillisen komponentin summana:

fla) = Even{f(x)} + Odd{ f(x)} , missé

Even{f(x)} = 1/2/(x) + J(~a)]
0dd{f(x)} = 1/21f(x) - J(~a)]
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Parion/0dd () = -x(-) Parilinen/Even x() = x(-0)

1
Even{e’} = é(ejw +e7¥)

%(ms(w) + jsin(w) + cos(—w) + jsin(—w))
%((:os(w) + jsin(w) + cos(w) — jsin(w)) = cos(w)
1

Odd{e’™} = E(e’“ — )

%(ms(w) + jsin(w) — cos(—w) + jsin(—w))

%((:os(w) + jsin(w) — cos(w) + jsin(w)) = j sin(w)

5. Tutkitaan kompleksilukuarvoista funktiota H(w) = 1 — ¢™7*. Lasketaan taulukkoon ky-
sytyt arvot. Jos laskimesi tukee kompleksiarvoisen eksponenttifunktion laskemista, voit
kiiyttdd suoraan H(w) = 1 — e 7, muuten hajoita Eulerin kaavalla H(w) = 1 — cos(w) +
jsin(w).

Huomaa parillisen kosinin ja parittoman sinin laskuséénnot:
cos(—w) = cos(w) ja sin(—w) = —sin(w).

w | Hw) [H(w)[ | ZH(w)

0 0 0 0 %)

m/4 | 0.2929 + 0.7071j | 0.7654 | 0.3750

/2 | 1.0000 + 1.0000j | 1.4142 | 0.2500 7

3m/4 | 1.7071 + 0.7071j | 1.8478 | 0.1250

s 2 2 0

) epdjatkuvuuskohta, limy, oy ZH (w) = 40.57, lim,_g— ZH (w) = —0.57.
Vaihtoehtoisesti voit ajatella laskun “osoittimien” avulla Hy(w) + Ha(w): Hy(w) = 1, joka
on siis vakio olla siirrytéén origosta kohtaan (1,0), ja summataan sithen Hj(w) =
—e 7%, joka piirtdd 1-siteisen yksikkdympyréin puolikkaan.

6. Piirréd seuraavat signaalit ja sekvenssit origon (¢ = 0 tai n = 0) ympérilli.
a) x5(t) = 2 cos(2mt — m/2)
b) z3[n] = sin(0.17n)
¢) @a[n] = d6[n — 1]+ 8[n] + 26[n + 1]
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2cos(zrt - 12) sin0.17n) Bln-1) + 8] + 2 fne1)

d) @3[n] = 6[—1] + 6[0] + 20[1]
e) xg[n] = uln] —uln — 4]
f) @7[n] = 242 — n]

a1+ dn) + 2301) ol - ui-a) xjzeny

o

. Jaksolliselle jatkuvalle signaalille on olemassa vakio T' > 0, jolle z(t) = x(t + T kaikilla
t:n arvoilla. Perusjakso T on lyhyin jakso. Sijoituksen ¢ « ¢ 4+ T jdlkeen yritetdén etsid
vakiota 7" perustuen sinin/kosinin/eksponenttifunktion 27-jaksollisuuteen.

a) z(t) on jaksollinen ja perusjakso on T = 31/4:

8w
x(t) SCOb(ﬁt)
8T L
z(t+T) 3C05(3—1(t+T) = 3005(31t+27r(

4
3*1T))

Huomaa siis, ettd 7' tulee valita niin, ettd alemman lausekkeen vaihesiirto on joku
2m-monikerta: cos(wt) = cos(wt + 2m) = cos(wt +4m) = .. ..
b) z(t) on jaksollinen ja perusjakso on Ty = 2:

z(t) = el (m=1)
p(t+T) = OGN = J(@=D+ET)

¢) x(t) ei ole jaksollinen, koska ei 16ydeti arvoa Ty, joka tuottaisi kulmaan 27-monikerran
muutoksen jokaisella ¢ € R:

() = cos%t‘?)

tr 1?2

c(t+T) = cos(g(t +T)?) = cos(%tz +2m(5 + 35)

8. Jaksolliselle diskreetille signaalille on olemassa vakio N € Z., jolle z[n] = z[n+N], kaikille n €

Z.
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a) z[n] on jaksollinen perusjaksolla Ny = 31. Huomaa ero edellisen tehtévin a-kohtaan!

Katso kuvaa 19:

. 87

3cos( 3—171)

8 8w 4
N] = 3cos(e=(n+ N)) = 3 cos(or —N
z[n+ N]| 3005(31(n+ ) 300s(31n+27r(31 )

josta (4/31)N =k, jossa N,k € Z, ja edelleen N = (31/4)k. Néin ollen pienin jakso
Ny (eli perusjakso) on 31. Huomaa, etté se on eri kuin kohdassa 4a.

b) z[n] ei ole jaksollinen, koska yksikéin 16m:n monikerta ei ole kokonaisluku:
z[n] = cos(g —)
n+ N n N
— ) = cos(= — dr——
) (.L)b(8 T+ ’rwﬂ_)
¢) z[n] on jaksollinen. Lasketaan kunkin kosinin jakso erikseen, jolloin saadaan Ny
ja Ny = 12. Perusjakso on jaksojen pienin yhteinen jacttava eli 24 = 3. Ny =2

z[n+N] = cos(

Proiems 4a 5a:Joos(Bn/ 310 s 3eosEn 31 )

P N=31
T=31/4

Kuva 19: Vastaus 8: Tehtéivien 7a ja 8a ero!

9. Tarkastellaan kolmea jérjestelmid Sy, Sy ja S, joiden sySte-vasterelaatiot ovat:

Sy :y[n] = zln] + 2z[n — 2]
Sy s yln] = z[n] — 3z[n — 1] — 2z[n — 2]

Sy yln] z[n/2], n parillinen
cyln] =
2y 0, n pariton

a) Piirrd ensin lukujono z[n]. Ulostulo voidaan laskea vaikkapa yksinkertaisella taulu-
kolla.
n || z[n] | 2z[n — 2] | yi[n] | —3z[n — 1] | —2z[n — 2] | ya[n] || ys[n]
3 0 3 0 0 3 3
0 2 -9 0 -7 0
—6 —6 —14
6 —4 2
0 4 4
0 0 0
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b) S} ja S, sarjassa. Vaste saadaan sijoittamalla edellisen jérjestelmén vaste aina seu-

x[n] - yin]

Sy jilkeen y[n] = z[n] + 2z[n — 2], joka sijoitetaan sydtteend Sh:en:

raavaan.

we[n] = wi[n] = 3yi[n — 1] = 2p1[n — 2]
= (z[n] + 2z[n — 2]) — 3(z[n — 1] 4 2z[n — 3]) — 2(z[n — 2] + 2z[n — 4])
= z[n] — 3z[n — 1] — 6x[n — 3] — 4z[n — 4]

¢) Sy ja S, rinnan. Vaste saadaan laskemalla haarat yhteen.

y[n] = (z[n] + 2z[n — 2]) + (z[n] — 3z[n — 1] — 2z[n — 2])
= 2z[n] — 3z[n — 1]

d*) Ensin S, sitten S) ja S, rinnan, ja lopuksi invertoitu Sy

jestelmiiksi (z[n] — S — Sy' — 2[n]) saadaan S;' : y[n] = x[2n].
Koska diskreetti jirjestelmé on médritelty vain, kun n on kokonaisluku, on y[n] = 0
aina kun 7 ei ole kokonaisluku.

z[n/2], n parillinen
yln] = .
0, n pariton

o = 2l = 3l = 1 = 20 5] = 30 [ ]

ys[n] = y2[2n] = 22 %} — 3z [2”2_ 1] = 22[n] # 2z[n] — 3z[n — 1]

Kokeile vaikkapa sydtteelld z[n] = (1,2,0,—2).

Lineaarisille ja aikainvarianteille jérjestelmille pétee, ettd niiden keskindistd jérjes-
tystd voidaan muuttaa lopputuloksen muuttumatta.

Koska jirjestys S3 — S;' — (rinnan(Si, S)) antaa eri tuloksen kuin ylli laskettu
jirjestys, kaikki kolme (neljd) jirjestelméi eiviit ole lineaarisia ja aikainvariantteja.
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10. Huomaa, ettd S3 on lineaarikombinaatio kahdesta ensimmaéisesti jirjestelmésti

St tyi[n] = 0.5z[n +1]
Syt yo[n] = —0.5z[—n — 1]
S = ysln] = ya[n] + ya[n]

a) Jirjestelmd on muistiton (Oppenheim s.44), kun sen vaste riippuu vain sen het-
kisesté sybtteestd, esimerkiksi y[n] = (x[n])? + 2z[n]. Jarjestelmassi ei siis tarvita
“muistirekistereitd” vilituloksia tai sisdéntulon puskuria varten.

Jérjestelmdd S, tarkastelemalla havaitaan vasteen muodostuvan termin z[—n — 1]
avulla, joten Sy on muistillinen. Mys muut ovat yhtélailla muistillisia.

b) Jérjestelmé on lineaarinen (s. 53), kun se on additiivinen ja skaalautuva eli

oy (t) + Baa(t) — aya(t) + Bya(t)
axi[n] + Bas[n] — ayi[n] + Bys(n]

Lineaarisuuden osoittaminen voidaan tulkita kuvan 20 mukaan. Olkoon ké
kaksi mielivaltaista syotettd x[n] ja xa[n]. Tutkitaan, tuottaako niiden vasteiden
lineaarikombinaatio saman tuloksen kuin syétteiden lineaarikombinaation vaste.

Merkitéién sybtteiden x[n] ja xs[n] vasteita yi[n] ja ya[n]:lla:
z[n] —  pn] =05 ([n+1)
22[n] = wln] =05 (zn+1))
Niiden vasteiden lineaarikombinaatio on kuvan 20 vasemman puoleisen kaavion ulos-
tulo y3[n):
yslnl = awln] + Byaln]
= a0.5 (z1[n +1]) + 30.5 (z3[n + 1])
Tutkitaan sitten kuvan 20 oikeanpuoleista kaaviota eli nyt sy
on alkuperiisten syétteiden lineaarikombinaatio a3[n] = a1 [n] + Bxa[n):
ya[n] = 0.5 (xs[n + 1])
= 0.5 (az1[n+ 1]+ Baa[n+1])
= 0.5a(zi[n +1]) + 0.58(x2[n + 1])

Kuva 20: Lineaariselle jirjestelmille S piitee y3 = ysx. Téssid * on vain eri ulostulot erottava
symboli, ei kompleksikonjugaatti tai mikééin muu funktio.

Koska ys[n] = y3[n], niin jirjestelmé S) on siis lineaarinen. Lineaarisessa jérjestel-
méssé voidaan hyodyntééd superpositiota esimerkiksi siihen, ettd sisédéntuloa jaetaan
pienempiin osiin, suodatetaan (lépi jérjestelmén) erikseen, ja kootaan tulos lopuksi
yhteen.

Voidaan myds laskea vastaavasti, ettd S on myds lineaarinen, samoin kuin niiden
lineaarikombinaatio S3.
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¢) Jirjestelmi on aikainvariantti (s.50), kun jirjestelmin kéyttdytyminen ei muutu
ajan mukana. Aikainvarianttisuuden osoittaminen voidaan tulkita kuvan 21 mukaan.
Tutkitaan tilannetta, jossa syotettd viivéstetddn ja sitten syGtetddn jérjestelméin
(yldkuva) ja tilannetta, jossa vastetta viiviistetéiin (alakuva). Jos ulostulot ovat sa-
moja, jirjestelmé on aikainvariantti.
jestelmiin S, vaste mielivaltaiselle sekvensille 2[n]

zn]  —  wyln] = —0.5z[-n—1]
Viivistetddn téatd vastetta k yksikkod:
ys[n] = wln—kl = =05z [—(n — k) — 1] = —0.521[—n — 1+ k]
Tutkitaan toisaalta viivistettyd sydtettd xo(n] = z1[n — kJ:
woll = —05ms—n — 1] = ~0504((~n — 1) — k] = 052 (~n — 1~ K]

Jos jéirjestelmé on aikainvariantti, on oltava ys[n] = y3[n].

Ao 2]
X; Xo = Xq [nK] Yo

S D
T’D Vs L ys=y, 0k

Kuva 21: Aikainvariantille jéirjestelmiille S pétee yo = yo*. Ylemmiissi kuvassa “siirretidén” x:4,
alemmassa y:i.

Koska ya[n] # yi[n — k], el jirjestelmé S, ole aikainvariantti. Sen sijaan jirjestelmé
S} on aikainvariantti! Osoita!

Jérjestelmi on stabiili (s. 48), kun jérjestelmé antaa rajoitetun vasteen aina kun
sy6te on rajoitettu (BIBO = bounded input, bounded output). Oletetaan siis, etti
jérjestelmén Sy syotteelle tiedetddn

max |z[n]| < BV n,

jolloin saadaan (kohdassa S3 kolmioepéyhtilsd |a — b| < |a| + |b| hyviksikédyttden)

x v+ 1]+ |z[-n—1]| B+ B
= <272 _
ol . . <B1B_p

Eli jarjestelmé S5 on stabiili, kuten myos sen osatkin.

Jirjestelmi on kausaalinen (s. 46), kun jérjestelmén vaste y(t) riippuu vain sydt-
teestd x(t) ajanhetkend ¢ seké menneisyydessii. Kausaalinen jérjestelmé on realisoita-
vissa (sisiltdd viiviistyksid, ei aikaistuksia), se ei siis kiiyti laskennassa tulevaisuuden
arvoja.

Jérjestelmin S vaste riippuu kuitenkin termistd z[n + 1], eli S) ei ole kausaalinen.
Jirjestelmin Sy kausaalisuutta pitéé tarkastella myos negatiivisilla n:n arvoilla, jol-
loin huomataan, ettei sekééin ole kaussaalinen.

w5 = 0.5z(6]
pf5] = —0.5z2[-6]
2[5 0.525[4]
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11. *LTI vaatii seké lincaarisuuden etté aikainvarianttisuuden.

a) Ei ole lincaarinen (vakion lisééminen). On kausaalinen. Ei ole LTL
b) Ei stabiili (negaativiset arvot!). Ei kausaalinen. Ei ole LTI.
¢) Ei ole lineaarinen (signaalin nelis). On aikainvariantti. Ei ole LTL
d) Ei ole aikainvariantti (ei vakiokerrointa) eiké stabiilikaan. Ei ole LTI.
12. Suotimen rakenteessa on vain vakiolla kertomista (kolmiot), signaalien summaamista (ym-

pyrét plus-merkilld) ja signaalien viivéistamistd (muistirekisteri, viive, D tai z~! neliossi).
Tilloin suodin on LTI (lineaarinen ja aikainvariantti/siirtoinvariantti).

win] —~ yInl yln]

N BLLTE

x[n-1]

x[n] + 0.8 x[n-1]
0.9 y[n-1] - 0.2 y[n-2]

Kuva 22: Tehtévin 12 LTI-suodinrakenne apumuuttujineen.

Kuvaan 22 on piirretty muutama apumerkinté tulkintaa varten. Suodin voidaan tulkita
koostuvan kahden osasuotimen sarjaankytkennisti. Vasemmalla puolella on suodin, jonka
ulostulo w(n] = z[n] + 0.8z[n — 1] kiyttden apumuuttujaa wln]. Tamé sydtetdén oikean
puoleiseen lohkoon, jolloin saadaan

yln] = wln]+0.9y[n—1] —0.2y[n — 2|
z[n] +0.8z[n — 1] 4+ 0.9y[n — 1] — 0.2y[n — 2]

Huomaa, ettd vasemmanpuoleisessa lohkossa laskenta menee “eteenpéin”, eikd siind ole
suljettua takaisinkytkettyé silmukkaa.

Oikeanpuoleisessa lohkossa ulostulona on y[n]. Sama y[n] on jo olemassa viimeisen sum-
mamerkin jélkeen ja kopioituu siis sekd ulostuloon etté alhaalle meneviin silmukkaan.
Titen laskentaan tulee mukaan y[n]:n eli ulostulosekvenssin edellisié arvoja. Laskenta on
rekursiivista, kun rakenteessa on silmukka.

Suotimen asteluku voidaan péitelld viiveiden médrasta.

Suotimen asteluku on téssd tapauksessa kaksi. Eteenpéin menev: vasemmanpuoleisessa
osassa on yksi viive eli sen lohkon asteluku on yksi. Kaskaadissa eli sarjassa on toinen,
oikeanpuoleinen lohko, jossa on kaksi viivettd eli sen asteluku on kaksi. Kun ndmé ovat
kaskadissa, voidaan asteluvuksi ottaa maksimi lohkojen asteluvuista eli kaksi.

Suotimen asteluku nihdéin voidaan myds niihdé suotimen taajuusvasteen H (e tai siir-
tofunktio H(z) nimittéji- ja osoittajapolynomien asteluvun maksimista. Samoin siirto-
funktiosta H(z) piirretdéin usein polynomien juuret (nollat osoittajapolynomien ja navat
nimittéjéipolynomin juuret) niin sanottuun napa-nollakuvioon. Téllsin asteluku on mak-
simi navoista ja nollista.
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Mainittakoon vield, ettd sama matemaattinen/laskennallinen malli voidaan toteuttaa
usecilla erilaisilla suodinrakenteilla. Kuvan rakenne on niin sanottu suoran muodon esi-
tys (direct form).

. Diskreettiaikainen kausaalinen? LTI-jirjestelmé voidaan esittii lincaarisena vakiokertoi-
misena differenssiyhtdloni

N M
Z apyln — k] = Zka[" — k]
k=0 k=0

jossa on siis vain vakioilla skaalattujen (ax, by) ja viivistettyjen ([n — k]) sekvenssien
summia. Jos mukana on viiviistettyji y-termeji, tarkoittaa se yleensi takaisinkytkettyé,
rekursiivista jéirjestelméd (IIR). Toisessa tapauksessa suodin on FIR.

Huomaa LTI-jarjestelmélle “sallitut rakennuspalika ignaalin haarautuminen (molem-
piin haaroihin sama signaali), signaalien yhteenlasku, signaalin kertominen vakiolla (kol-
mio niissd kuvissa) ja viiveyksikst (joko D tai z~!). Halutessaan voi siis kirjoittaa kuvaa-
jat i-v auki sopivaksi y:n ja z:n esitykseksi, kohta iv on helpoin: y[n] = 0.52[n] — cos(w/4).

a) LTI ovat i, ii, ili. Kuvassa iv alemmasta haarasta tulee vakiotermi — cos(7/4), ei-
ké jarjestelmé ole LTI. Miksi? Kuvassa v operaatio on signaalien kertolasku, eiké
jérjestelmé ole LTI. Miksi?

b) Takaisinkytkettyji (IIR) ovat i, ii, iii. Niiden impulssivaste on dérettomén pitké. Teh-
tévissi 19 on esimerkki jérjestelmaisté, jota ei ole takaisinkytketty ja jonka impuls-
sivasteen pituus on siten &érellinen (Finite length Impulse Response). Tehtéivin 20
jirjestelmé on taasen takaisinkytketty IIR (Infinite length Impulse Response).

. Kéyttamailld hyviksi lineaaristen aikainvarianttien jérjestelmien ominaisuuksia (additiivi-
suus, skaalaus, siirto ajassa) voidaan havaita, ettil signaali z,(¢) voidaan muodostaa skaa-
lamalla ja viiviistamalld @ (¢):4 zo(t) = 0.5z (t — 1). Télloin myds vaste y»(t) saadaan
skaalaamalla ja viiviistdmalld eli yo(¢) = 0.5y, (¢ — 1). Katso kuva 23.

Vastaavasti sy6te x; voidaan ajatella koostuvan esimerkiksi kahdesta yhden levyisestéi
suorakulmiosta, joista toista on vain viivéstetty yhden verran enemmén.

Kuva 23: Vastaus 14: LTLn ominaisuuksien avulla voidaan esittdd y,

. Lasketaan diskreettiaikainen, dérellisen pitké (téssi tapauksessa lyhyt) konvoluutiosum-
ma kiyttden médritelmid

y[n] = x[n] = hin] = h(n] * z[n] = i hk]z[n — k)

k=—cc

2ei-kausaalisessa tapauksessa tulisi indeksin k negatiivisia arvoja mukaan
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a) Lasketaan tdmé tehtivii skaalattujen ja siirrettyjen sekvenssien summana (s. 79-81,
Example 2.1):

o

ylnl = Y hlklaln — &)

hlk]z[n — k] = mz[n 0] +ﬁ'r[n —1)
k=0

=aln) —an -1 ={1B-1),(2-3),-2}

={12-1,-2}

1

Summauksen rajat 0 ja 1 tulivat siis siité, ettd h[n] on nolla kaikilla muilla indekseilla.
b) Lasketaan tdmé tehtévé liu'uttaen yksi ulostulon piste kerrallaan (s. 81-82, Example
2.2):

y[n] Z hlk]zn —

1

Nyt lasketaankiin siis piste kerrallaan, miké graafisesti vastaa sekvenssien liu'uttamista
toistensa yli, kun toinen sekvensseisté on kédnnetty. Liu'utus (x-akseli) tapahtuu siis
indeksin k suhteen.

ylo] = Z RK)z[0 — k] = R[0]a[0] + A[1]a[-1]
1-0)+(~1-0)=0
y[1] = Z hlk]z[1 = k] = h{0a[1] + A[1][0]
=2

= hf0Ja[2] + h[1]z[1]

+(-1-3)=—
a4 — k] = h[0]z[4] + h[1]a[3]
:(1-0) (-1-0)=0
Néin ollen y[n] = 20[n — 1] + d[n — 2] — 3d[n — 3]. Huomaa, etté téissé b-tehtévissi
z[n] alkoi “viiviistettynd”, joten myds ulostulo on viiviistetty.

Ulostulosekvenssin pituus on kahden konvoloitavan sekvenssin summa miinus 1. Kat-
so seuraava tehtavi.
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16. Lasketaan konvoluutio kun

a) z[n] ja h[n] ovat kuvan 24 kaltaiset. Tehtéiviissii konvoluutio voidaan ajatella ku-
vassa 25 esitetylld tavalla, jolloin kiytet edellisen tehtévin b-kohdan liu'utusta.
Impulssivasteessa h[n — k] esiintyvé termi —k aiheuttaa ensinnikin, etté sekvenssié
h tarkastellaan “kiepauttamalla” se ympéri, kun taas termi n aiheuttaa siirroksen,
joka esimerkkikuvassa 25 on n = 3.

Konvoluution tuloksen kohdassa n = 3 saadakseen on vain kerrottava ne

z[k]m ja h[3 — k]:n arvot keskeniiéin, jotka poikkeavat nollasta samalla kohdalla ja
summattava nimé yhteen: y[3] = S°5_ h[k]z[3—k]. Timi tehdiin kaikille n arvoille.
Lopputuloksena saadaan sydtteelle z[n] kuvassa 26 esitetyn kaltainen vaste.
Huomaa, ettd sekvenssien pituudet ovat Length{z[n]} = 5, Length{h[n]} = 15 (osa
arvoista on nollia) ja Length{y[n]} =15+ 5—1=19.

Huomaa my®és, ettéd ulostulon ensimméinen nollasta eroava kohta on summa konvoloi-
tavien sekvenssien vastaavista aloituskohdista (indeksinumeroita). Eli Start{h[n]} =
2 ja Start{xz[n]} = 0, niin Start{y[n]} = Start{h[n]} + Start{z[n]} = 2.

e

1012345 01234567 1112 13 14 15 16

Kuva 24: Tehtéivi 16: Jirjestelmén sydte z[n] ja impulssivaste h[n].

IIII XK

2
Il
1

H

=

il

Kuva 25: Konvoluution tulos, kun n = 3. Sy6te ja impulssivaste menevit piéllekkéin kohdissa
k=0 jak =1 tuottaen arvon 2.

o

55

i

2
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Kuva 26: Vastaus 16: Konvoluution tulos y[n], korostettuna kohta n = 3 eli y[3]
Shorlklh3—k=1-1+1-1=2

b*) z[n] = a"u[n]
hln] = "un]
Muistetaan, ettéd geometrisen sarjan summa, jossa suhdeluku on |¢| < 1
n+1

LS. S

1-¢
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Konvoluutiolausekkeeksi saadaan

oo

yln) = > a"ulk]" Fuln — k).

k=00

Tarkastelemalla askelfunktioita havaitaan, ettd u[k] = 1, kun & > 0, ja u[n — k] = 1,
kun k < n. Summalauseke poikeea siis nollasta kun z € [0, n], eli

yln] = Zakan—k — Zakg_k’
k=0 k=0

Kyseessi on nihtavistikin geometrisen sarjan summa, jossa suhdeluku ¢ = . Kan-
nattaa muistaa, ettd kun n — oo on oltava |g| < 1, jotta sarja olisi rajoitettu.
Sarjalle

n+1
- (f—;) gl _ gntl
olnl = *’"1—a i
B f

17. LTI-systeemien assosiatiivisuudesta seuraa, ettéi
ha[n] # (hi[n] * ha[n]) = (ha[n] * ha[n]) * hi[n],
Kun systeemin h,[n] impulssivaste ja koko systeemin impulssivaste h(n] ovat teht:
annettuja, voidaan padtelld impulssivaste hy[n]. Prosessia kutsutaan dekonvoluutio

Lasketaan ensin konvoluutio ha[n] * ha[n] ja merkitéén tétd vaikka p[n]:1a:

= i halklhan — k] = Zx: (ulk] — ulk —2])(uln — k] — uln — k — 2])

k=—o0 k=—oc0
konvoluution termi u[k] — u[k — 2], jossa kaksi askelfunktiota on vihennetty toisistaan,
poikkeaa nollasta k:n arvoilla 0 ja 1, joten konvoluutioksi saadaan

Zu n—k] —uln —k —2] = (uln — 0] —uln —2]) + (u[n — 1] — uln — 3])
k=0

Tamén perusteella saadaan vasteeksi p[0] = 1, p[1] = 2 ja p[2] = 1, muuten konvoluution
tulos on nolla. (Ylléoleva voidaan toki laskea (8[n] + d[n — 1]) eli {1, 1} konvoluutiona
itsensi kanssa.) Systeemin hy[n] * ho[n] impulssivastecksi saadaan sii

2

a) Impulssivaste hi[n] saadaan dekonvoluutiolla. Impulssivasteen hi[n] nollasta poik-
keava pituus on N = N + 1 — N, eli tissd tapauksessa Nj; =7+ 1 —3 = 5. Kon-
voluutiotuloksen aloituskohta on summa konvoloitavien aloituskohdista eli Ay =
Ap — A, =0—0 = 0. Tarkastelun perusteella siis tiedetdén, ettd h; on muotoa

hiln] = ad[n] + bd[n — 1] + cdn — 2] + dd[n — 3] + ed[n — 4]
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Tehtédvin vol miettid konvoluution kautta parillakin tavalla, joissa etsitddn hy:lle
sopivia kertoimia:

2
hln] =Y plk}iu[n — k]
k=0
joka voidaan avata, koska p[n] tunnetaan:
1-h[0] +2- hifn —1]+1-hy[n — 2] = h[n],

Toinen vaihtoehtoinen tapa on ajatella haettavan sellaisia skaalauskertoimia hq[n],
joilla saa impulssivasteen h[n] esitettyd p[n]m superpositioina, eli

1
hln) = 3" ha[klpn —
= m[0lpln] + m[1]p[n — 1] + M 2p[n = 2] + ma[3]p[n — 3] + h[4]p[n — 4]
Kuvassa 27 on esitetty, miten hy[n]m arvot etsitéiéin ja saadaan lopulta siis muotoon
hln] = h[0]p[n] + ha[1]p[n — 1] + ha[2]p[n — 2] + ha[3]p[n — 3] + ha[4]p[n — 4]
= pln] +3p[n — 1] + 3p[n — 2] + 2p[n — 3] + p[n — 4]

d[n] + 56[n — 1] +106[n — 2] + 116[n — 3] + 8[n — 4] + 48[n — 5] + d[n — 6]

= hin] = 68[n]+38[n — 1] + 38[n — 2] 4 26[n — 3] + [n — 4]

Voidaan laskea normaalina konvoluutiona (jo ennen a-kohdan laskemistakin). Ky-
sytty vaste on kahden impulssivasteen superpositio, jossa siis vihennetién yhdelld
askeleella positiiviseen suuntaan siirretty impulssivaste alkuperiisestd impulssivas-
teesta eli h[n] — h[n — 1], joka on esitetty kuvassa 28.

yln] = Ype _ o w[k]h[n — k] = z[0]h[n — 0] + z[1]h[n — 1] = hn] — hln — 1]

18. Tehtévén ideana on vain huomata, ettd LTI-jarjestelmissi tarvittaessa voimme jakaa joko
signaalin tai impulssivasteen osiin. Lasketaan ensin “raa’asti” eli kiytetédédn konvoluution
madritelmaa.

y[n] = z[n] * h[n] = Zz[k]h[n — k]
&
e ("
:%33 Ikl (Z) uln — k + 3]

n+3

= > 3Kyt

k=—oc0

Sitten oletetaan tunnetuksi konvoluution osittelulaki:

y[n] = 3"u[-n — 1] * (1/4)"u[n + 3] +(1/3)"u[n] * (1/4)" u[n + 3]

G)H un+3—k + i (%)k ulk] G) s

min(—1,n+3) 1\ nt3 -
el et k|
> (i) (i)

k=—00 k=0
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hin] =h{Olp[n] + h{1]p[n-1] + h[2p(n-2] + h [p[n-3] + h [4]p[n-4]

=3

pin]
h[o] 7>

s
oo p

L T

ol o—8 n
oo

~

wl----0

iR
oo~
—b------ean
N[O
IS

6 7

Tuloksena seatu impulssivaste
pin-4]

2
%“W” 33
6 7 (I

To12

151018 410
012345867

Kuva 27: Tehtévi 17a: Dekonvoluutio

Jos nyt n+ 3 > —1, saadaan

—1 1 n—k n+3 1 n—k
yl) = Y 37 (4_1) +y 37 <Z)
k=—o00 k=0
43

= Z 3Ikl(1/4)nk
k=—00
Jos taas n + 3 < —1 on jalkimmaéinen summa nolla ja ensimmaéisestd summasta tulee
nt3
yln] = 3 31y
k=—o00
eli saadaan sama tulos kuin ilman osittelulain kéyttoa.
19. Tarkastellaan systeemid, joka on maédritelty differenssiyhtdlona

yln] = z[n] —zfn—1] .

a) Systeemin lohkokaavio (D on viive):
Nihdéén siis, etté laskenta “etenee” vasemmalta oikealle, eiké takaisinkytkentid ole.
Tisté voidaan jo ennakoida, etté impulssivaste on #érellisen pitké (FIR).
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Kuva 28: Tehtéivi 17b: Vaste sybtteeseen z[n] = 6[n] — d[n — 1].

x[n] yinl

1]
1

b) Impulssivaste h[n] on systeemin vaste yksikkdimpulssiin d[n]. Laitetaan siis sydtteeksi
d[n] eli ykkénen ajanhetkelli n = 0 ja saadaan

h[n] = é[n] — d[n — 1]

x[n] | -x [n] = x[n] - x[n-1]

0
0 0
FIR-tapauksissa (differenssiyhtéldissi ei ole viivistettyjd y-termeji mukana) suoti-
men impulssivaste saadaan siis suoraan differenssiyhtélosta vaihtamalla y hiksi ja a
d:ksi.

1

¢) Systeemin vaste syétteelld z[n] = (g)" u[n] on laskettu alle ja piirretty kuvaan 29.

0
1
0 -
0

yln) = aln] —aln 1]

- (%)”u[n] - (%)Hu[nf 1
- O e
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4| 12345867 0

o l [ i
-2/27
29
[n]x[n-1]

213

10 1234567 n

Kuva 29: Vastaus 19: Vasteen laskeminen. Vasemmalla z[n], keskelld ylhdalld impulssivaste h[n]
ja alhaalla —z[n — 1] ja oikealla vaste y[n] = > h[k]z[n — k.

20. Tarkastellaan systeemid, joka on madritelty differenssiyhtdlona

bl guln—1] = al
il = gyl =11+l

a) Systeemin lohkokaavio (D on viive):

x[n)

@

Nyt nithdéin, etti kaaviossa on takaisinkytkenti. Tamé tarkoittaa siis toisin sanoen
rekursiivista laskentaa eli ettd ulostulon laskemiseksi tarvitaan joitakin entisié ulos-
tulon arvoja. Impulssivasteen pituudeksi tulee déretén (IIR); k nnon asioihin ei
téssd puututa (bittiméérd rajoittaa esitystarkkuuden).
Esimerkiksi Fibonaccin lukujonon voi hyvin helposti esit r essa muodossa
kahden edellisen luvun avulla, mutta se on mahdollista myds yhté lailla esittidd ei-
rekursiivisena (FIR).

b) Impulssivaste h[n] saadaan systtédmélld systeemiin yksikkdimpulssi §[n]:

x[n| [ 1/2 y[n-1] | y[n] = x[n] + 1/2 y[n-1]

0

Nahdadn, etté hln] = ()" u[n].
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¢*) Differenssiyhtilsiden ratkaiseminen tapahtuu kahdessa vaiheessa. Ensin ratkaistaan
homogeeninen yhtild, jossa hiiridtermi z[n] on asetettu nollaksi. Tyypillinen yrite
on y[n] = 2". Erityisen yhtilén ratkaisu taas saavutetaan yritteelld, joka on samaa
muotoa héiridtermin kanssa. Koko yhtilon ratkaisu on néiden kahden ratkaisun li-
neaarinen yhdistelmé
yln] = Aya[n] + Byy[n],

jossa A saadaan mahdollisesta alkuehdosta ja B erityisen yhtélon ratkaisusta. Toi-
mitaan edelld kerrottuun tapaan tehtéivii ratkaistessa.

HY.
yln] — iy[” —1] =0, sij. yrite y = 2"
1
ey L | B
4 22 |-z
1

Sr=c
2

Homogeenisen yhtélon ratkaisuksi saadaan siis

=)

. Tutkitaan tilanne, jossa n > 0.
1 T "
y[n] — Ey[n —1] =z[n] , sij. yrite y = Bz[n] = B 3
1 n 1 1 n—1 1 n 1 -n
=5(5)-32(5) -(G) ()
@B—;B:l@B:—z.
Téydellisen yhtilon ratkaisu on siis muotoa

a2 (3

Kyse on kausaalisesta systeemisté, silld mitdén arvoja ei pyritd ennustamaan
tulevaisuuden perusteella. Tésti syystd ovat vasteen y[n] arvot =0 kun n < 0,
silld tuolloin sydte z[n] = 0. Tamén alkuehdon perusteella saadaan

{01 = ol-1] =4[O,

jossa y[—1] = 0. Sijoitetaan téhén téydellisen yhtdlon ratkaisu :
0 0 0
ALY Zo(X) — (L
2 3 3
A=3,

joten téydelliseksi ratkaisuksi saadaan :

- {0 -2,

s
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Tehtéviin voi ratkaista myés (1) z-muuntamalla z:m ja ym, hakemalla osittais-
murtokehitelmén avulla kertoimet ja muuntamalla takaisin aikatasoon tai (2)
konvoluutiolla z[n] x h[n]. HUOM! Numeeriset ratkaisut ovat aina vain numee-
riisia, mutta niilli pidsee alkuun:
n [ xln] [ 172 yle1] |yl = xin] + /2 yle1]
-110 0 0
1 0 1
1/3 | 1/2 5/6
1/9 | 5/12 19/36
1/27 | 19/72 65/216 Kuva 30: Vastaus 22: z(t) koostuu kahdesta kosinista (eli neljisti Fourier-kertoimesta).

irjestelmd muuttaa vain syStteen amplitudia - ei taajuutta, katso kappale 3.2, s. o . .
avulla. Télloin esimerkiksi kerroin a_
" — H (™) e

1 1 1
—_ —j(—1)wot — ,—Jwot ,jwot — .
Téten S; ei voi olla LTI, mutta Sy voi olla. a-1= T /T_I(t)e vdt = T /T6 el dt = T /Tl dt=1
. Synteesiyhtélo on: Muilla k:m arvoilla integrandiin tulee eksponenttitermin argumenttiin 27:n moniker-
™= ta, jolloin integraalista yli yhden jaksonpituuden tulee nolla.
a(t)= Y ape e o ) N .
Pt Nyt pitéé ensin selvittdd peruskulmataajuus. Ensimméisen summattavan jakso on
Ty = 1 ja toisen Tp = 2/3. Niin ollen summasignaalin perusjakso on Ty = 2
Nyt kertoimet aj, ovat: (Ty = 2Ty = 3Ts) ja wy = 2m/Ty = 2r/2 = 7. Kéyttien Eulerin kaavaa laske-
5 taan eksponenttiesitys kosineille kiyttien peruskulmataajuutta wy = m:

cos(2mt) = cos((2)(m)t) = 0.5 (/D! 4 eI (=D
ja cos(3mt):11d samoin,
42 10124 k

1 cos(3mt) = cos((3)(m)t) = 0.5 (/™! 4 eI (=3(m1)
joiden avulla

Kun perusjakson pituus on 7' = 4 niin fo = 1/4 ja jolloin wy = 27 fo = 0.57. Saadaan
kuvan 30 mukainen signaali kiyttdmélld kertoimiaa_1 = a3 =2,a_3 =a3 = —ljaa, =0
muilla £m arvoilla:

(1) = a_ged IO | q_yd IO | i@ g T

josta kertoimet

a_3=az=1/2, a_y = a; =1/2, muulloin a; = 0.

z(t) jhwot 24. Jaksollinen signaali (t)

ety D g DRl g (Ol g g (ot
1 3O5m 4 90i(-DO5mE 4 9pi(DO5m) _ 1 (305t
— (eI y (15 | (i (<05t 4 (i(05m)ty
—2 cos(1.5mt) + 4 cos(0.5t)
Kuva 31: Alkuperiinen signaali z(t), kertoimet aj
23. Vastaukset voidaan nihdi suoraan sarjaesityksestd (synteesiyhtilosté)!
a) 2(t) = ...+ a_ el D0l = eIt
josta a_y = 1 ja kaikille muille k:n arvoille a;, = 0. Huomaa, etté signaali on komplek-

sinen, jolloin Fourier-kertoimet eivit ole symmetrisesti y-akselin ympéri. ap= l / e(t)dt =1/2 /Z e(t)dt = 1
Voidaan laskea myds analyysiyhtélon T 0

T
1
e = — 1) eIkt gt
a T/T )e

a) ag antaa signaalin keskiarvon, DC-komponentin.
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¢) Derivointiominaisuus Fourier-kertoimille tarkoittaa, etté jos signaalin z(t) Fourier-
kertoimet ovat ay, niin derivaatan dx(t)/dt Fourier-kertoimet ovat jkwg aj.
Olkoon nyt téssé tehtéviissi alkuperiiisen signaalin kertoimet ay, jolloin aj jkwy
antaa kohdassa b ratkaistut by:t. Koska 7" = 2, niin wy = 7.

. sin(kn/2) en
Kuva 32: Signaalin z(¢) derivaatta @ Jhwo 2 kT © = b

1 2sin(k7'r/2) i/
. . . Jkwo km
b) Signaalin derivaatta on i sin(km/2

-J 251“( T/ )e—jkw/Q
1, 0<t<l1 km o
-1 1<t<2 (—4) QMS—J‘W/Q
: k)2
Kirjassa on johdettu kertoimet suorakaidepulssille (Example 3.5) ja vastaavalla ta- () /o /o prsa
valla siirretylle ja skaalatulle (Example 3.6) suorakaidepulssille. Sivulla 194 (kaava j » (M2 — e ™/ Je™ "/
3.44), Ty on kohta, jolloin askel putoaa nollaan ja 7' on jaksonpituus, katso kuva alla. 1 ) )
T&llsin kertoimet: 2 sin(kwoTh) (1 — eIk
2 sin(kwoT

d, = 7%%)97‘ Jk#0 B 2k pariton
k parillinen

dx(t)/dt = {

Keriétadn tulokset c-kohdasta, eli kertoimet alkuperdiselle signaalille:

ﬁ, k pariton
k=0

T2 T, T2 1
2
0, k # 0 A k parillinen

0 ar =

Kuva 33: Signaali, jonka Fourier-kertoimet dj, tunnetaan X N X X
Kertoimet olisi voitu toki ratkaista suoraan laskemalla.
Taulukosta 3.1 ndhdééin, ettéd kun signaalia, jonka Fourier-kertoimet ovat ay, viiviis-
tetdin aikatasossa to, niin siirretyn signaalin Fourier-kertoimet ovat age=7k<oto,
Tissil tehtévissi (derivaatan) signaalin keskiarvo on nolla eli by = 0. Signaalin ampli- 25. *Koska a(f)m perusjakso on 7' = 6, niin kirjoitetaan Fourier-sarja
tudi on kaksi ja Ty = 0.5, T' = 2, josta wy = 277’ = . Jaksonpituuden skaalaaminen ei o(t) = Z ay, /3
vaikuta kertoimiin, mikéli Fourier-sarjan perustaajuus skaalataan samalla tekijalla. 5

Signaalia on viiviistetty to = 0.5.

Niin saadaan (dj on kaavasta 3.44 saatu, ylld nikyvé tulos (kaavassa 3.44 merkitty
ar), ¢ on kahdella kerrottu suorakaidepulssi, by tdmé siirrettyné, jolloin saadaan
tehtiviissi kysytty (derivaatan) funktio), 2(t) = ag 73 4 al eI 4y I 4 a3

Signaalin reaaliarvoisuudesta seuraa, etté |ax| = |a_y|. Koskaa, = 0, kun k = 0,3,4,5,...,
niin silloin ay, # 0, kun k£ = —2, —1,1, 2. Silloin

Koska a; > 0 ja reaalinen, niin
2 sin(kwyT}) ! J ’

kwoT x(t) = a12 cos(tm/3) + ag /3 4 af e~I27/3

9 2 sin(km/2)
2 km

9 sin(km/2) z(t) = a12 cos(tm/3) + ay eltm/3 4 ay e~itn/3
km

2d), =2

Yhtilostd x(t) = —x(t — 3) scuraa, ctti

= —a;2cos((t — 3)7/3) — a» eI (t=3)2r/3 _ ay e~ it=3)2m/3

ot = —a12<‘,os((t _ 3)7/3) _ (,*]'177((12 item/3 + a; (,—}t‘zw/s)
Sy —Jhkwoto q q
k€ = —a12cos(t1/3 — ) — ag /3 — qj e7I/3

el jt2m/3 _ v —jt2n/3
sin(km/2) ey = a2 cos(tm/3) — aze —ase
2————Fe’
km
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Téistii seuraa, etti az /73 + a3 e 7?7/ = 0 eli ay = 0. Saadaan z(t) = a;2cos(tn/3) =
Acos(Bt+C). Vakiot ovat A = a,2, B = 7/3,C' = 0. Ominaisuus v) kertoo, etti Y |ax|? =
1/2 eli 2a? = 1/2. Tésti saadaan a; = 1/2 eli A = 1. Lopulta on osoitettu, etti x(t) =
cos(tm/3).

. Synteesiyhtél on

_ 2: a eheon
k=(N

)

Nyt kertoimet a; ovat:

Huomaa erityisesti, ettd diskreetin signaalin Fourier-kertoimet ovat jaksollisia,
toisin sanoen esimerkiksi ag = a5 = a_5 = ajp = a_1p = .... Merkitiiin niissi vastauksissa
ylld mainittuja kertoimia merkinnilld & = (0) eli toisin sanoen k = 5m, jossa m € Z ja 5
tulee jaksonpituudesta.

Kun perusjakson pituus on N = 5, jolloin wy = 27/N = 0.47. Saadaan:

2

aln] 3 ap et

k=2
Z1eI 20T | 9010470 | 1.0 4 oei(1)0Amn _ 1 i(2)(04m)n

_(o—i08Tn  j(0.8m)n —j(0Amn | j(0Am)n
(e +e )+1+2(e +e )
—2 cos(0.87n) + 4 cos(0.47n) + 1

Kuva 34: Tehtévii 26: —2cos(0.87n) + 4 cos(0.4mn) + 1

27. Edelleen pyydettiin analyysiyht&lolld, vaikka késin laskettaessa lyhyitd muunnoksia pad
tely synteesiyhtilon kautta on ehké nippirdmpéd. a-kohta lasketaan seké synteesi- ettd
analyysiyhtélod kdyttéen.

a) Peruskulmataajuus wy = 7/3 ja jakson pituus N = 6. Kertoimet voidaan péitelld
synteesiyhtilon kehitelmisté, ja saadaan

a1[n] = o+ a dEVEIN gy g SOEB
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josta a_y = a; = 1/2, jamuut a; =0, kun k = (—2,0,2,3).
Jos halutaan kéyttdd analyysiyhtilod, muokataan kosini Eulerin avulla eksponentti-
muotoon ja lasketaan:

I["]eﬂkwn
n=(0,1,2,3,4,5)

(0565 D/ . 5 (/I (=ik(r/Im
n=(0,1,2,3,4,5)

(0,563 3K /3m) (0, 5eA(Dr/3)n =ik /3my
n=(0,1,2,3,4,5)

0.56-3T/BAnA+R) | () 5ei(r/n(-k)

D= D= = D=

n=(0,1,2,3,4,5)
B {0.5, kun k = +1,46, ..

0, muulloin

b) Ensimméisen summattavan jaksonpituus on Ny = 4 ja toisella N, = 8. Téllsin
perusjakso N = 8 ja peruskulmataajuus wy = 7/4. Saadaan siis

zn] = ..+ a_p I g IV g0 gy T gD

josta a_p = %,a,l = %,al = %,llg = % ja muut ap = 0, kun k = (—3,0,3,4).

28. Fourier-muunnos, sinc-funktio. Kirjan esimerkit 4.4 ja 4.5.

a) Laske Fourier-muunnos signaalille

w(t) = Ll <t
0,t| > Ty

Pla)} = X(jw) - [ ¥ ) e

oo

T
- [ e
-7

T

L.
—Jw -1

1 . T
L (e geemy
e
L gremy
Jw

2
=sin(wl),w #0
w
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Kun w = 0 eli halutaan ns. DC-komponentti, voidaan ylldoleva vield muuttaa muo-
toon
. 2T sin(wTy)
X(jw) = 270
(jw) o

sin(z)

joka ldhenee 277 :4, kun w — 0, koska tiedetééin, ettd p — 1, kun z — 0.

b) Esité a-kohdassa saatu F-muunnos sinc-funktion avulla, sinc(f) = 5222

2 sin(relt)
=sin(wly) = <7"
s

2 (sme Py

T
21T sinc (W—T])
™

29. F-muunna seuraavat signaalit ja impulssivaste kéyttden hyviksi taulukkoa (aikasiirto,
lineaarisuus, derivointi ajassa) ja aiempia tuloksia (tehtéivi 28).

) 2, 0<t<?2
a) z(t) =
! 0, muulloin

Kyseessi on tehtévin 28 signaali, jota on viivistetty yhdelld (sekunnilla) ja kerrottu
kahdella (piirré!). Liséiksi 77 = 1. Taulukosta nihdéén ajassa siirtdminen: jos z(t) <
X (jw), niin z(t — ty) <> e 70X (jw).
. iwl . iw o wl
X1 (jw) 2e¢7 X (jw) =277 2 1sine(—)
™
479 sine(Y
€ ﬁlll(‘(ﬂ_)
0<t<1
1<t<2

2<t<4

muulloin

Kuva 35: Suorakulmafunktion z(t) Fourier-muunnos on sinc-funktio
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Tissi voidaan kiyttdd hyviksi lincaarisuutta eli ajatella signaalin z(¢) muodostuvan
(vaikkapa) kolmen osasignaalin summana. Ensimméinen (X5,) on yhden korkea suo-
rakaide vililld 0..1, toinen (X5,) kolmen korkea viililld 1..2 ja kolmas (X5.) kahden
korkea vlilli 2..4. Kéytetiin edelleen tehtivin 28 tulosta X (jw) = 27 sinc(42).

Xo(jw) = Xoa(jw) + Xap(jw) + Xac(jw)

5w 0.5w

0 . w
3005 (i 3 e=3915 (gine 4393 (sine (%
e (sinc ( = ) +3e (sinc ( = ) +4e (smc(ﬂ))

h(t) = eyt - 2)

Nyt nédhdéén, ettd kyseessd on ajassa siirto tg = 2 ja taulukosta ndhd&én muunnos-
pari e~ %u(t) < M‘N, jossa a = 1. Niin impulssivasteesta h(t) saadaan taajuus-
vaste H (jw)

1 .
Hy(jw) = e —— = ¢ 29—
a(w) a+ jw 1+ jw

1—-Jt, -1<t<1
z4(t) = g .
0, muulloin

Aiemmin tel 24 kolmioaalto oli jaksollinen (nyt ei-jaksollinen). Nytkin kéy-
tetééin hyviiksi derivointiominaisuutta. Néhdéén (piirrél), ettd
1, —-1<t<0
{—1, 0<t<1
Néamé ovat kaksi suorakaidetta (aikaistettu Xy, ja viiviistetty seké negatoitu Xy ):

daa(t) _
@

5¢ 5e
Xo(w) = 09205 sine (U22)) — 409 (2. 0.5 sime (L2
™ ™
(sinc(%))(zj sin(0.5w))

Taulukosta néhdéén, ettéd (’ifltz(t) < jwX(jw). Nyt siis

zy(t) = d%m — jwXy(jw) = Xy (jw). Xy (jw) tunnetaan, joten saadaan

Xu(jw) = j%Xy(jM) - Jiw (smc(?))(zj sin(O,Sw))

2 0.5w
= Zsine(—22) sin(0.5
wSlnC( - ) sin(0.5w)

- (sinc(o'j”)>2

DC-komponentti saadaan lasketuksi: |X4(0)| = 1, joka on kolmion z4(t) pinta-ala.

30. Konvoluutio-ominaisuus (s. 314)

y(t) = h(t) x 2(t) < Y (jw) = H(jw) X (jw)
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Laske impulssivasteiden hy(t) = e 5u(t) ja ho(t) = 2e*u(t) konvoluutio hy(t) * ho(t)
kilyttdmélli F-muunnoksen konvoluutio-ominaisuutta (muunnosten kertolasku, osamur-
tokehitelmélld tulo summatermeiksi, kiifinteismuunnos takaisin aikatasoon).
1
0.5 + jw
1
Ttjw

H(j) Hluw)mw):(;)( =)

0.5 + jw 1+ jw

Hi(jw)

Hy(jw)

Halutaan H (jw) kahden ensimmiisen asteen rationaalipolynomin summaksi. Kéytetiin
osamurtokehitelmié hajottamaan kertolasku summaksi. (Kertaa osamurtokehitelmé
(partial fraction expansion) matematiikasta tai Appendix A, jos ei ole tuttu!)
A N B A+ Ajw+0.5B+ Bjw
05+jw  1+jw (054 jw)(l+ jw)

Saadaan yhtiloryhmé

A+05B =2

A+ DB =0
Niistd saadaan A = 4, B = —4, joten taajuusvaste H(jw) ja sen kiiéinteismuunnos (tau-
lukosta!) impulssivaste h(t) ovat

4 4
05+ jw 1+ jw

= de "u(t) — detu(t)

Tétd ominaisuutta Y (jw) = H(jw)X (jw) kiiytetisin runsaasti!

. Kéénteinen F-muunnos

a) Laske kidnteinen Fourier-muunnos

Xy = {111
) =
J 0w > W

Laske vastaavasti kuin tehté 28. Tulos: z(t) = M

b) Esité a-kohdassa saatu signaali sinc-funktion avulla, slnc(ﬂ) = 5‘::—”9
Laske vastaavasti kuin tehtéivassi 28. Tulos: ¥sinc(*t)

¢) Duaaliominaisuus tarkoittaa, etti suorakulmafunktio muuttuu muunnoksessa sinc-
funktioksi ja piinvastoin. Tétd on selvitetty kirjassa sivulla 309-310 ja luentokalvois-
sa.

32. *Lisiié laskentaa
a) Laske h(t) = e'u(—t) ja z(t) = e'u(t) konvoluutio y(t) = h(t) * z(t) kiyttamalla
konvoluutio-ominaisuutta.

X(jw) = 1+le ja H(jw) = . Jilkimméinen muunnos seuraa, koska h(t) = z(—t).
Kirjoitetaan Y (jw) = X (j )H(]w) osamurtoina:
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Yo = A B 1
JW71+juJ 1—jw (14 jw)(l—jw)

Lasketaan A kuten ylld tai kertomalla yhtdls A:n nimittdjalld ja sijoittamalla A
nollakohta.

A B _ 1
O R et v il U I o =)
B(l+jw) 1

1—jw 1—jw

1
4=3

A+t L sif jw=—1 =

Samoin saadaan B:

1
(1= je)Y = Sy Sl dw =1 =

B=

(
1
2

Siis Y (jw) = %(H’]vf +1= M) Silloin

y(t) = 5 (0) + (1) = 5(eult) + c'u(-1) = {

0.5e7!, t>0
0.5¢', t<0

b) Laske R(jw), kun r(t) = e !lcos(2t). R, integroimalla, R, taulukosta, niiden kon-
voluutio.

Kyseessi on selviistikin kahden funktion tulo, jolloin vastaavan Fourier-muunnoksen
saa konvoluution avulla. Merkitédn tulosta X (jw) = X (jw)* X, (jw) :lla. Lasketaan

ensin
+oo 0 oo
X (jw) / e’me’j”'dt:/ e“’fwtdt#»/ e~ (i)t gy
oo —oo 0

0 o
1 =it _ 1 (it
T—jwl|_ T+,
1 n 1
1—jw 14 jw
2
1+4w?
ja sitten sivun 329 taulukosta
Xo(jw) = w[6(w —2) + 6(w + 2)].
Lasketaan nyt konvoluutio

2 2

400 2
/m Tl =7 =)+ =+ D = s +

eli wm avulla
27 2m

KO = T T T wo2e
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33. Laske seuraavien signaalien Fourier-muunnokset:

a) xn] =d0n —1]+dn+1]

X)) = 37 apler = 3" (0n— 1]+ dfn + 1))

e+ e = 2cosw

o

D afle =3 (%)"_lu[n— 1)e=don

n=—oc n=—o0

S 25 e

n=1 n=1

2. Lo S Lyrerson
2 27

n=0

e

1_—ja
— lo—jw
1 3¢

Geometrisen sarjan summan “muljautuksen” voi ajatella vaikka muuttujanvaihtona
n = m+1.

34. Diskreettiaikainen Fourier-muunnos on aina 27-jaksollinen:

oo oo
X(e;(u+2w)) — Z z[n] e—ilw2mn _ Z x[n) e=9en e~i2mn

n=—oc n=—o00 =1

a) |X(/™Y) =5 b) £ZX (e/™/V) = arctan(4/3) ~ 0.927
¢) X(ITYy =3 — 45 d) X(STHI) = 3 44
4000 Hz - (7/4)

e) Jos f, = 4000 Hz, niin f. = o

=500 Hz

35. Jaksolliselle signaalille voidaan muodostaa Fourier-sarjan. Sille voidaan laskea mys Fourier-
muunnos (s. 367-372, Example 5.5). Muistetaan my®s, etté sin(f) = cos(d — 7/2).

z[n] = sin((7/6)n+7/4)

coa( 7/6)n — m/4)

0.5(H /O | mil(/om=n/))
0.5(H /O | oi(r/Om s /4))
(0,564 /O | (0,5¢77/4) =7/

Jokaista cksponentiaalista signaalia x[n] = e/“°" vastaa yksi piikki taajuustasossa taajuu-
della w = wy, ja 27-jaksollisuus huomioon ottaen: X (e7*) Z+°° 27 0(w — wo — 271).
Koska sini/kosini voidaan esittié kahdella ckiponcntntunktlolla tulee taajuustasoon siis
kaksi piikkid per 2m-jakso. Amplitudispektriin tulee kyseisen kompleksisen kertoimen (tés-
siw=m/6: 0.5e 7" jaw=—7/6: 0.5¢/7*) itseisarvo (27 - 0.5 = 7) ja vaihespektriin
kompleksisen kertoimen kulma (w =7/6: —7/4, w = —7/6: w/4).
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X(ejw)l arg{X(eNjw)}
Tt T

36. Pidttelyd Fourier-mééritelmésti tai -taulukoista.

a) Tarkastelemalla diskreetin Fourier-muunnoksen laskukaavaa saadaan

o

X () = Z z[nle ™70 = Z z[n] = 6.

n=—o00 n=—o0

b) Tarkastelemalla signaalia havaitaan, etté sen aikasiirto z[n+ 2| tuottaa reaalisen, pa-
rillisen signaalin 7[n], jonka Fourier-muunnos on tunnetusti myéskin reaalinen ja pa-
rillinen (arg R(e’*) = 0). Sama toimii myds kidnteisesti, eli mikiili lnodaan ylléoleva
reaalinen parillinen signaali ja viiviistetéén sitd kahdella r{n — 2], saadaan tarkastel-
tu signaali 2[n]. Taajuustasossa tdmé tarkoittaa sité, ettd tarkasteltavan signaalin
taajuusvaste saadaan reaalisen signaalin Fourier-muunnoksen R(e’*) ja aikasiirron
e~Iwno ayulla

X(e7¥) = e W R(e)

missi R(e’*)m kerroin tulee juuri aikasiirrosta (ny = 2). Ylldoleva X (e/“)m yh-
tilo on nyt muotoa X(e/) = ¢ @BX()| X (%), joten kulmaksi saadaan suoraan
arg X (el) = —2w.
Kulma voidaan myos laskea seuraavasti:

X(e79) = e R(e7) = (cos 2w — j sin 2w) R(e7),

— JWY g "
arg X (¢/*) = arctan [ R(c) sin 2w:| = —2w.

R(e%) cos 2w

Tarkastelemalla kiénteisen Fourier-muunnoksen kaavaa
I

aln] = — [ X () &

ol = 3= [ X (@) o

havaitaan, ettd

z[0) = %/j X (&) dw & /f X () dw = 2ma[0] <:>4 7"' X (%) dw =

kun z[0] = 2.
d) Diskreetin Fourier-muunnoksen kaavasta

o

X (&) = Z
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Kun n on parillinen, on ¢ = 1 ja kun n on pariton, on e ™7™ = —1. Niin saadaan
X(@) =Y a)(-1)"=1-1+2-1-1+2-1+1=2.

n=—o00

¢) Taulukosta (s. 391) néhdéén, etti

1
Re{X ()} —— z.[n] = i{7[—77] + z[nl}.
Niin ollen signaalista tulee kuvassa 36 esitetyn mallinen.

xelr]

|

0

Kuva 36: Parillinen signaali z.[n].

f) Parsevalin relaatiosta saadaan

1

3 [ Y@= 3 el

- n=—oc

/' [X (@) do=2r (14+1+4+1+1+4+1+1) =28

-

Taajuusalueen derivaatalle pitee

j%x(d“’) — nzln].

Parsevalin relaation avulla voidaan nyt kirjoittaa

T dX (%) |? % ER
/4 #‘ do=2r Y |—jnafn]’ =27 Y n’afn]”.
n=-00 n=-oc

Ja tulokseksi saadaankin

X (e
/ % dw = 27(9+ 1+ 1+ 9+ 64+ 25+ 49) = 3167
. w

™

37. Reaalisella signaalilla on y-akselin suhteen symmetrinen amplitudispektri: Ne ovat aina
27-jaksollisia, esimerkiksi vililli —7..7 tai 0..27 ja niiden 2m-monikertoina (Katso teh-
tévi 34.). Jos taajuuksiin liitetdén fyysinen arvo virdhdystid sekunnissa (fs, Hz), niin
néiden suhde on

Je _ We _ Joorm

fo om 2
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X(ejw)l X(ew)l X(ew)l
| ‘
0

R

Kuva 37: Diskreettiaikaisen sekvenssien spektrit ovat 27-jaksollisia

38. Kuvan 12 vasemmassa sarakkeessa ylhéélla on kohinaa. Valkoisen kohinan spektri on va-
kio. Nyt meilld on vain pieni niyte kohinaa, joten sen spektrikin oikealla alhaalla néyt-
téd sotkuiselta. Siistimpi spektri saataisiin laskemalla F-muunnos pienemmissé ikkunoissa
(pienempi taajuuden erottelukyky). Jos kohinandytteité otettaisiin paljon ja niiden osas-
pektreistd laskettaisiin keskiarvo, pééstéisiin myos lihemmés vakiota.

Vasemmalla keskelld on jaksollinen signaali, joka on puheéiinteesti “o”. Perusjakson aika
on kuvasta vajaa 0,01 sekuntia, mikd vastaa noin yli 100 Hertzin komponenttia. Sitten
signaalista 16ytyy useita nopeampijaksoisia komponentteja. Taajuustason kuvaaja on siis
ylimpéni.

Vasemmalla alhaalla on nauhoitukseen sihkéjohdosta indusoitunut verkkojénnitehéirio,
jakso 0,02 sekuntia. Se nikyy suurena piikkind oikean sarakkeen keskimméisesséi kuvassa
kohdassa 50 Hz.

. Suodintyypeissi alipdéisto pédstid lapi signaalin matalat taajuudet, jne. Amplitudivas-
teesta voidaan erottaa piadstokaista, transitiokaista ja estokaista tiettyjen rajataa-
juuksien kohdalla.

s
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40. Signaalin suodattaminen ali- ja ylipdéstosuotimella

a) Signaali z(t) aikatasossa:

T 5 0o 03

b) Selvitetdén ensin peruskulmataajuus. Ensimméisen summattavan 77 = 1 ja toiselle
T, = 0.1. Néin ollen summasignaalille Ty = 1 ja wy = 2.

Lasketaan eksponenttiesitys kosineille kiyttden peruskulmataajuutta wy = 27:

2(t) = a_ipef1OCD! | JNCR g TN 4 g 00

josta saadaan kertoimet

a_; =a; = 0.5, a_jp = ay = 0.15, muulloin a; = 0

Ideaalinen alipiddstosuodin rajataajuudella w,:

. lLw<w.
HGw) = {O w > w,
s e

Koska suodatus (konvoluutio y(t) = h(t)  z(t)) tarkoittaa taajuustasossa muunnos-
ten kertolaskua Y (jw) = H(jw)X (jw), niin Fourier-kertoimet a_; ja a; kerrotaan
ykkoselld ja a_1g ja ai kerrotaan nollalla. Jéljelle ja4 siis aikatasossa matalataajuuk-
sinen sini.
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d) Ideaalisella ylipdéstosuotimella jid suodatuksen jilkeen korkeampi komponentti jil-
jelle. LTT-jarjestelmét toteuttavat siis taajuusselektiivisté suodatusta.

41. Konvoluutio-ominaisuus (s. 382)

h[n] * z[n] Y(e) = H(e*) X (e*)

Idea on siis se, ettd pyritddn vilttdméaian aikatason konvoluution laskeminen, miké voi olla
usein varsin ongelmallista. Témé saavutetaan Fourier-muuntamalla konvoloitavat signaa-
lit, kertomalla muunnokset keskenéin ja lopuksi kdénteismuuntamalla saatu tulo loppu-
tulokseksi y[n].

a) hln] = (0[n — 1] = d[n — 2]), z[n] = 0.6"u[n]
Téssd ndhdédédn heti, ettd taajuusvaste
H(e¥) = e — ¢7i%

jolloin
1
1—0.6e—7«

josta saadaan sama kuin aikatason konvoluutiosta:

1
1—0.6e-9«

Y (&) = e eI

y[n] = 0.6"  uln — 1] — 0.6" 2u[n — 2

Téssd konvoluutio-ominaisuudesta ei ole juuri hyotyé, koska konvoluution laskemi-
nenkin on helppoal
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b) hln] = 0.4" Yu[n — 1], z[n] = (—0.7)"u[n]

Téssd jouduttaisiin konvoloimaan kaksi eksponenttifunktiota keskendén, mikd on

hankalampaa. Muunnetaan siis osittain:

H(e™) e .

1—0.4e-9v
1

"
X 1+0.7¢73«
V() = H(E¥)- X(e*) = e — !

T=04e 7 14079

Kuten laskarikierroksella 5 tehtéviissi 3 joudutaan nyt suorittamaan osittaismur-
tokehitelmi, jonka tarkoitus on saada Y (¢/*) kahden ensimméisen asteen rationaa-
lifunktion summaksi:

jw A B
Y(e) = e + e

Harjoittele osittaismurtokehitelméé! Lopputulos:

_ 1 1 _ (4/11) (7))
V(3 = e . . — i e
) T—0de7® 1+07c9 ¢ "T—0dedw "¢ "TH07e

Ensimmiéisen asteen lohkot voidaan kéénteismuuntaa suoraan taulukon avulla:

y[n] = hln] * z[n] = (4/11) - 04" un — 1] + (7/11) - (=0.7)"Lu[n — 1]

42. Tehtdviissi annettu yhtdld on Xm ja G:n jaksollinen konvoluutio (s. 388-389), joka voi-
daan kirjoittaa pienen muunnoksen jéalkeen konvoluutiomerkinnalld
1

5 | XE@NG)do = X () x Ge) =1+
T J =

mistd seuraa konvoluutio-ominaisuutta kéiyttien, ettd signaalin y[n] = z[n] - g[n] Fourier-

muunnos on 1+ e~7¢. Téllainen signaali on diskreetin Fourier-muunnostaulukon avulla

1, n=0,1

yln] = F {14 e} =d[n] +6[n — 1] = i
0, muulloin

Ratkaisua voi hakea esimerkiksi graafisesti piirtamélld x[n], haettava g[n] ja y[n] allekain
ja etsid sopiva g[n]. Kohdassa a) saadaan g[n] = y[n]/z[n] = 1/(-1)",n = 0,1 eli

1, n=>0
gl =4-1, n=1
0, muulloin

Kohdassa b) saadaan g[n] = y[n]/z[n] = 1/(1/2)".n = 0,1 eli

1, n=0
glnl =42, n=1
0,

muulloin
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43. Otetaan esimerkki tehtéviin tilanteesta. Alla olevassa kuvassa kaksi vasemmanpuoleista
kuvaa esittévit alipddstosuotimen taajuustason taajuusvastetta ja impulssivastetta aika-
tasossa. Alipddstésuodinhan keskiarvoistaa (MA, moving average), joten impulssivasteen
arvot samanmerkkisidi; suotimen kiytosté voidaan pitdd painotetun keskiarvon laskemi-
sena. Amplitudivasteen x-akseli on normalisoitu vilille 0..1, jossa 1 vastaa 7:i tai puolta
néytteenottotaajuutta. Koska signaali on reaalinen, voi amplitudivasteen ajatella sym-
metriseksi y-akselin suhteen.

Kaksi oikeanpuoleista kuvaa esittéviit tapausta, jossa joka toinen impulssivasteen arvo on
asetettu vastaluvuksi eli alipddstosuotimen impulssivaste on kerrottu lukujonolla

{1, -1, 1, =1, 1, —1, ...}. Téstd uudesta impulssivasteesta laskettu suotimen amplitu-
divaste on kolmannessa kuvassa. Huomataan, etti suotimesta on tullut ylipdéstosuodin.
Tarkastellaan nyt tilannetta matemaattisesti, joka lihtee kauniista esityksestd e/™ = —1.

HRSTTISTE — ‘mmM

Kuva 38: Esimerkki alipdistosuotimen impulssivasteen moduloinnista jonolla (—1)".
[Hip(e7)], (b) Pup[n], () [Hip(e)], (d) hupn].

a) Saatetaan impulssivaste muotoon

hipn] = (=1)"hp[n] = e 7™ hyy[n).

hy[n]
S
Kuva 39: Modulointi lukujonolla (—1)".

Fourier-muunnokseksi tulee nyt

o

~
Hy, (6]“’) = Z hpp[n]e " = Z e ™ hyy[n

R
S hylle e = i (0100)

eli siis taajuusvastetta siirretdéin m:n verran eteenpiin. Huomaa, ettd diskreetin
Fourier-muunnoksessa taajuustaso on 2m-jaksollinen (27 vastaa néytteenottotaa-
Jjuutta). Jos tilanne piirretéiéin, on alipddstésuotimen taajuusvaste

e s i . Fa—

Ja niin ollen saatu Hy,m taajuusvaste on
Hy,, on siis ylipadstosuotimen taajuusvaste.
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Hife)

DanlVanuw:

| n 2n

b) Tehdéin a) -kohta kéfinteisesti
Tupln] = (=1)"hyp[n] = 7" hyp[n].
Fourier-muunnokseksi tulee nyt
Hip () = Hiy (9547,
44. Aikatason konvoluutio vastaa taajuustasossa muunnosten kertolaskua
ylnl = ) + oln] Y () = H(#)X ()

Tiedetddn LTI-jérjestelmést , ettd silld on impulssifunktio

hln] = = (=d[n] +26[n — 1] —d[n —2))

a) Impulssivasteen pituus on #érellinen (kolme). Siten jirjestelméssi ei ole takaisinkyt-
kentiid, se on BIBO-stabiili ja vastaava differenssiyhtilo voidaan kirjoittaa impulssi-
vasteen kertoimien avulla

o] = % (—afn] + 2fn— 1] — 2fn — 2))

Jirjestelmén lohkokaavio on kuvassa 40.

U3

Kuva 40: Lohkokaavio

Taajuusvaste saadaan joko muunnostauluista tai suoraan médritelmésti

o

H(e™) = Z h[n]e™/™
n=—oc
Nyt siis H(e/) = (=1/3) + (2/3)e™ + (=1/3)e™7%
Tiésté saadaan siis kertoimiksi by = —1/3, by = 2/3, by = —1/3 ja jakajaan pelkké
vakio L eliag =1 jaa, =0, k#0.
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Tulos saadaan joko kiytt 4 muunnoskaavoja hln] < H(e*), 6[n] < 1, d[n —
ng| <> ¢ tai laskemalla Fourier-muunnosta:

o 2
H(e™) = Z h[n]e=7*" :Zh[n]e’wn

n=-o0c n=0

1 —jw —2jwy _ —jw L —jw
g(*lﬁ»Qe —eH) =¢ (75(6 —24e ))
L 2(1 — cos(w))
oo =)
Tallsin
[H (e”)]
arg{H (™)}

Matlabissa:

wman = [0: pi/256 : pil;

b0 = -1/3; bl = 2/3; b2 = -1/3;

HFman = b0 + bl*exp(-j*wman) + b2*exp(-j*2*uman);

plot(wman, abs(HFman)); % amplitudivaste, lin. asteikko
plot(wman, 20%log10(abs(HFman))); % amplitudivaste, log. asteikko
plot(wman, angle(HFman)); Y% vaihevaste

Kuva 41: Ylipdéstosuotimen amplitudivaste ja vaihevaste

Amplitudivaste |H(e/*)| (Kuva 41) saa arvon nolla taajuudella w = 0 ja maksimiar-
von 1 taajuudella w = 7 kasvaen monotonisesti. Kyseessi on siis ylipddstosuodin,
joka siis vahvistaa signaalin muutoksia ja vaimentaa vakiosignaalia.

Kyseinen systeemi on kausaalinen ja stabiili, koska se on tyypiltddn FIR (érellisen
pitké impulssivaste): rajoitettu syéte tuottaa aina rajoitetun vasteen. (Toinen tyyppi
oli siis IIR, dérettomén pitkd impulssivaste, joka voi olla epéstabiili, jos takaisinkyt-
kenté vahvistaa litkaa.)

45. Olkoon annettuna taajuusvaste H(e/*) = 0.5 - (1 + e7%). Taajuusvaste voidaan hajottaa
amplitudi- ja vaihevasteeseen H (&%) = |H (/)| ¢? aroli(€™)}

Taajuusvasteen “hahmottelussa” kannattaa tehdé taulukko, johon laskee H(e7*): n arvoja
joillakin “térkeilld” taajuusarvoilla, kuten w = {0, ..., 7/2, 7}.
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x[n] yln]

Kuva 42: y[n] = 0.5z[n] 4 0.5z[n — 1]

a) Saadaan h[n] = 0.50[n]4-0.56[n—1] eli differenssiyhtélond y[n] = 0.52[n]+0.5z[n—1].
Kyseessi siis FIR-tyyppinen suodin, eli ei takaisinkytkentoji, katso kuva 42.
b) Kun sydtteend on yksikkoaskel u[n], ulostulona on askelvaste s[n], joka téssi tapauk-
sessa on
0, n<0

sn] = i h[m] = < 0.5,

m=—oc

¢) Lasketaan H(e’*)m kompleksisia arvoja, kun w = 0,7/4,7/2,37/4, 7. H(e’*) koos-
tuu vakiosta 1 ja eksponenttifunktiosta e/ (ympyril). Interpoloidaan arvioiden lausek-
keen 0.5 - (1 4 e77*) kilyttiytymisti ja saadaan kuvaaja 43.
Matlabilla sama:

w=1[0:pi/256 : pil; w2 = [0 : pi/4 : pil;

H = 0.5 + 0.5xexp(-j*w), H2 = 0.5 + 0.5%exp(-j*w2); % taajuusvaste
plot(real(H),imag(H)); % piirretésn kompleksitasoon
hold on; plot(real(H2),imag(H2),’0’); % lisdt&sn viisi palloa

W=T

Kuva 43: H(e’*) kompleksitasossa. Taajuus kiyréin parametrina (ei x- eikii y-akselil). Ori-
govektori osoittaa tilannetta w = 7/2, jolloin H(e™) = 1 — j eli |H(e™)| = 1/v/2 ja arg
{H(e™*)} = —m /4.

Taajuusvasteen amplitudi halutulla taajuudella saadaan nyt origovektorin pituutena
origosta taajuuden osoittamaan paikkaan kiyrilla. Taajuusvasteen vaihe halutulla
taajuudellaa saadaan origovektorin ja x-akselin kulmana.

d) Lasketaan amplitudivastetta | H (/)| kuten tehtév. 5. Jos laskimesi ei tue komplek-
siarvoista eksponenttifunktiota, niin hajota Eulerin kaavaa e/ = cos(w) + j sin(w)
kéyttien

H(e’) = 0.5 (14 cos(w) — jsin(w))

Hahmottelua varten lasketaan viisi eri pistetta.

w _ [[H(e)] w [ H(E)]

0 |05[1+1—40]=1 | /4 |~05[1+0.71—0.71j] ~0.92
7/2 [ 05[1+0—j| =071 | 37/4 | ~ 0.5]1 — 0.71 — 0.71] ~ 0.38
7 |05[1—1—j0[=0
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Tiéssi hyvin yksinkertaisessa tapauksessa voidaan kompleksiluvun itseisarvo (Ku-
va 44) saada hyvinkin sieviissi muodossa. Yleensi timé ei pide, vaan arvot kannat-
taa laskea muodosta, josta tekee vihiten ndppaily- ja laskuvirheité.

[H(e)] = 0.5-[1+e7|=[(0.5+0.5cos(w)) + j (—0.5sin(w))|
= \/(0.25 +0.5 cos(w) 4 0.25 cos?(w)) + 0.25 sin®(w) = /0.5 + 0.5 cos(w)

[H(e)| = VH(e)H () = VH(e)H(e )
V025 (1+ e ) (1 + %) = \/0.25- (1 + ed + e~ + 1)

/0.5 + 0.5 cos(w)

sz

Kuva 44: Amplitudivaste |H (e7*)|
Matlabilla amplitudivasteen arvot ja piirto:

[w’ abs(transpose(H))] % pelkkd hipsu hermitoi
plot(w,abs(H));

Lasketaan vaihevaste arg{H (e/*)} (Kuva 45) joko eksponenttifunktiosta tai kéytti-
miilld taulukkoa (trigonometriset kulmat). Kulmaa laskettaessa vakiokerroin 0.5 ei
vaikuta mitdén.

arg{H (¢*)} arg{l +e 7}
&rg{(e—u,sw)(eo.sju g Sjw)}
arg{(c0%)) + arg{(¢"9 +09))

arg{(e’o ’j"’)} +0=—0.5w
tai vastaava vaihtoehtoisesti

arg{H(e’*)} arg{l +e7“} = arg{(1 + cos(w)) + j (—sin(w))}

—sin(2%) —2sin(%) cos(¥)
arctan| ————=~ | = arctan| ——————
14 cos(2%) 1+2cos?(§) -1

~sin(¥
arctan(L&)) = —0.5w
cos(3)

Matlabilla vaihevasteen arvot ja piirto:
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Kuva 45: Vaihevaste arg{H (e/*)}

[w’ angle(transpose(H))] % pelkkd hipsu hermitoi
plot(w,angle(H));

f) Desibeliasteikko, vertaa kuvia 44 ja 45, joista jilkimmaisessi 20 log,, |H (¢/*)|. Huo-
maa, ettd 20 log,, 1 = 0 dB. Siten esimerkiksi tehon tuplaus 10 log,, 2 = 3.01 dB
vastaa kolmen desibelin muutosta.

Matlabilla amplitudivasteen piirto:
plot(w,20%1og10(abs(H)));

1H (@8)

Kuva 46: Tehollinen desibelikuvaaja 20 log,, |H (e7*)]

g) Ryhmiviive 7(w) = — 4L arg{ H (e/*)}.

@) = LA} = L (050) = 05

h) 9. asteen suodin (10 kerrointa) on jyrkempi ja hitaampi.
*1) Matlabissa siirtofunktio esitetéiéin sen kertoimien avulla:

1+ 2e %%
H(Y) = —————
€)= T 03e 7 —02e
num = [1 0 2];
den = [1 0.3 -0.2];
freqz(num,den) ;
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46. Kausaalinen ja stabiili LTT-systeemi on mééritty seuraavan differenssiyhtilon avulla, joka
havaitaan ITR-tyyppiseksi (takaisinkytkent):

yin) = zfn] — Syin 1)

a) Lohkokaavio, josta kiy ilmi takaisinkytkenté eli rekursiivinen laskenta!

xqnl yinl

b) Kiytetdin hyviksi muunnosominaisuutta z[n — ngl <> e 9« X (e/):

V() = X(c“)—%c’“Y(c“)

Y () + %e-fW'Y(efw') X(c7)

Y(e™)(1+ %e’“) = X(%)
Y(e*) 1

H(e S —
)= X T+ 1o

¢) Hahmottele kuten ykkostehtéviissi; saadaan ylipddstosuodin.

[H(e™)] H () H(e=)
v
1+0.5¢5 1+ 0.50¢

/ 1
1+ 0.5e5% 4 0.5e=9% + 0.25
1
1.25 + cos(w)

P

Kuva 47: |H ()|

d) Esim. taulukosta 5.2.: a"u[n] < =, |a| < 1,

T—ae=12

= h[n] = (—0.5)"u[n]
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47. Tehté@vipaperissa piirretyn suotimen rajataajuus on 0.5 7.

a) Katso vasemmanpuoleisinta kuvaa.

b) Lineaarivaiheiselle suotimelle kertoimet ovat symmetrisid siten, ettéi “keskimmiinen”
viive voidaan ottaa yhteiseksi tekijéksi ja rakentaa jéljelle jadneistd kosini- ja sini-
komponentteja.

H(e™) = ag+aie™ 4+ age™ 4+ .+ a7 + qpe ™
eTI%I2(qoe %12 1 gy N2 L eI 4y e Il aoe~1%1)

€72 (29 cos(9/2w) + 2a; cos(7/2w) +...)
c =t Y

¢) Kuten tehtéviissi 45b ja 45h. Jyrkempi suodin tarkoittaa hitaampaa suodinta ja
péinvastoin.

*d) Suorakaidepulssin kiiéinteismuunnos on sinc-funktio ja péinvastoin. Mitd monimut-
kaisempi/jyrkempi suodin toteutetaan (realisoidaan), sité enemmén siind tarvitaan
laskentaa ja suodin hidastaa enemmiin. Suotimen suunnitteluun (FIR ja IIR) tutus-
tutaan T-61.246-kurssilla.

48. Moduli |H (jw)| on kompleksiluvun “pituus” eli H(jw) = |H (jw)|e’ "), Kirjoitetaan
siirtofunktio polaarimuodossa r e’ *:
1—jw
T1+jw
_ VIt w? e=ie

e

H(jw)

el
_ i

missi o = arctan(w).
Koska eksponenttifunktion moduli on aina yksi, |H(jw)] = 1 = A, niin kyseessi on ns.
all-pass-suodin, jonka vahvistus kaikille taajuuksille on vakio.

d 2

Ryhmiiviive 7(w) = —;5(=2arctan(w)) = 75 (2arctan(w)) = 7% Erityisesti ryhméiviive

on aina positiivinen. & on tdmin yhteys jéirjestelméin kausaalisuuteen?

. *Tutkitaan mekaanista systeemii, jonka liikeyht#ld on muotoa

Bu(t) +K/w(t)dt ().

Vastaavantyyppisesti tilanteesta kerrotaan kirjan sivuilla 473-475, sovelluskohteena auton
jousitus tielld.

a) Jousta kokoon puristava voima f,(t) = K [ v(t)dt. Nopeus v(t) voidaan nyt kirjoittaa
fsm funktiona
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Differentiaaliyhtélo saa témén avulla muodon
Bd .
ZE () + (0 = F).
B0 + 0 = 1)
Systeemi antaa sybtteelle, joka on muotoa f(t) = €' vasteen fy(t) = H(jw)el™!, eli
siis B
}H(jw)jwe“' + H(jw)e! = et
Ratkaistaan ylldoleva taajuusvasteen H(jw) suhteen
1 1-Z5
H(jw) = B %-
1+ Zjw 1+ Hw?

Tutkitaan seuraavaksi taajuusvasteen magnitudia

1 [ Bw? 1
H(jw)| = ——\/1+ —— = | — -
[H (jw)] 1+[B<—iw2 + K2 14 B2

K
Funktio on selvistikin muotoa H(jw) = H% eli siis selvistikin alipadstosuodin
(kokeile taajuuksia w = {0, 10, 100}).

Vaimenninta kokoon puristava voima f,(t) = Bu(t). Nopeus saadaan tdmén avulla
muotoon

o(t) = F )
ja differentiaaliyhtild X
i)+ 5 [ daeyie = f0).

Ratkaistaan yht#ls a-kohdan tapaan sijoittamalla f,(t) = H (jw)e* yhtéloon, jolloin
saadaan

i K1 N i
H(jw)e! + ——H(jw)e" = e
B jw
Niin saadaankin taajuusvaste
K
1 1+

T3EL - [5 .k
T+EL 1+ 45

H(jw) =

Tutkimalla jélleen taajuusvasteen magnitudia

1 K? 1
H(jw)| = ——=—/1+ =/
1) = e\ 14 g = [

havaitaan, etté funktio on muotoa H (jw) ~ #g, jonka kuvaaja on ylipdastotyyppid.

50. Alkuperiisen signaalin korkein taajuus (ainoa) on 100 Hertzid. Siten matalin niytteenot-
totaajuus saa olla 200 Hertzid eli ndytteenottovilind 0.005 sekuntia tai vihemmin, jotta
laskostumista ei tapahdu.

Viimeisessé kohdassa tapahtuu siis laskostumista. Kun 73 = 2/300 ~ 0.00666, f, = 150
He, eli kun néytteenottotaajuus on pienempi kuin kaksi kertaa korkein (ainoa) taajuus,
niin
zn] = z(n/fs) = x(nTy) = cos(2m 1007 (2/300))
cos(2m (200/300) n — 27 n)
cos(2m (—100/300) n)
cos(27 507 (2/300))
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Nihdéén siis, ettd samat diskreetit ndytepisteet toteutuvat myds 50 Hertzin jatkuvalla
kosinikomponentilla. Signaaliin on siis tullut taajuus, jota siinéd alunperin ei ole ollut.

0 0.005 0.01 0.015 0.02

Kuva 48: Uusi 50 Hz:n taajuus, kun 75 = 0.00666 s. Myos esimerkiksi 200 Hz:n komponentti
toteuttaa diskreetit pisteet.

Sama vield taajuustasossa: Alunperin jatkuva 100 Hz:n kosinikomponentti, jota niytteis-
tetddn lilan pienelld ndytteenottotaajuudella 150 Hz. Niytteet sopivat kaikkiin jatkuva-
aikaisiin kosinikomponentteihin 50 4+ 150k Hz ja —50 + 150k Hz. Diskreettié signaalia
palautettaessa nihd vain taajuudet nollasta puoleen néiytteenottotaajuuteen.

X(jw)

150 Hz
X(eMw) =X ) * PG )

50 100 200Hz

51. Impulssijuna

Koska p(t) on jaksollinen funktio ajan t suhteen jaksolla T, se voidaan esittdd Fourier-
sarjana. Ty esittdd tissi niytteenottovilid (s = sampling).

oo
p) = Y el

k=00
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. i /T‘«/Z §(t)e,](27rkc/n)dt _ ie’j(z””“—“)\hg - i
Ts Jonpo T - 7

kaikille km arvoille tulee §(¢):n integroimisen médritelmésté.
(Taulukkokirjasta: [0(t)dt =1, [6(t)ax(t) dt = 2(t)|i=,.)
Titen ap = T% eli

o

. 1 = o 1 &
pH)= D7 0t —KT) = gz 3 T = o BT ke
o ;

k=—oc0 =—o00 ® k=—c0

kun wy = 2 fy = 27 /T,

A

X()p(t) x[n]={29,32,10,22,41,33,28,30}

52. Kaavan (4.22) mukaan jaksollisen signaalin Fourier-sarjaesityksen

oo

at) = Y ape

k=—00

jossa ay, ovat Fourier-kertoimet ja wy peruskulmataajuus, Fourier-muunnos voidaan esit
muodossa

X(jw) = Z 2mag §(w — kwo)

k=—c0

Niin ollen edellisen tehtéviin impulssijuna, jossa kaikki kertoimet ay = 1/7 ja peruskul-
mataajuutena wg, voidaan esitt

PGy =20 Y b~ ko)

S h=—c0
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Niytteistys aika- ja taajuustasossa voidaan siis johtaa

aln = alt) plt) o o [X()* PGW)] = 5 [PGe) « X(0)] = X(e)

Varsinainen lasku, muistetaan [ 0(t)z(t)dt = z(t)|i=o,

[P = xGw] = o [~ PGB G- s

1 (21 X . )
w) T k;xo(e — kwy) X (j(w — 0))do

Tis > /x (0 — kw ) X (j(w — 0))do

k=—00" "

3 X k)

% k=—c0

Eli diskreetin signaalin spektri on analogisen signaalin spektri kopioituna néytteenotto-
taajuuden vilein ja summattuna yhteen.

. Huomaa ensin, ettd jatkuvan ajan X (jw)m spektri on symmetrinen y-akselin suhteen. Kun
signaalia néytteistetéin, sen diskreetin ajan signaalin spektri muuttuu 27-jaksolliseksi,
toisin sanoen, spektrit kopioituvat néytteenottotaajuuden vilein. Korkeimmaksi havait-
tavaksi taajuudeksi jad puolet ndytteenottotaajuudesta.

Edellisten tehtévien mukaisesti:

ol = L) =2pll) oK) = 5 X(WPGW) = 1 3 X (i~ k)
® k=—o0

s
ason kertolasku vastaa taajuustason konvoluutiota. Konvoluutio merkitsee kéytin-
X (jw)m kopioimista (Pm) fgn vilein, mistd johtuu diskreetin signaalin spektrin

jaksollisuus fym eli toisaalta 27:n vélein.

a) Kuva 49. Korkein taajuus vain neljisosa niytteenottotaajuudesta. Ei tapahdu las-
kostumista.

Kool

fh
Kuva 49: f;, =0.25 f

b) Kuva 50. Rajatapaus Nyqvistin taajuudella (puoli niytteenottotaajuutta).
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Kuva 50: f, = 0.5 f

¢) Kuva 51. Selviid laskostumista. Konvoluutiolaskusta néhdééin, ettd X,(jw) = X (/)
on summa kaikista laskostuneista taajuuksista. Spektrid kuvaa siis alla olevassa
kuvassa paksu yhteindinen viiva.
P
Xp(jw) > X(iw— kw,)

k=—00

; ( A+ X(w—ws)) + X (jw) + X((w +ws)) + X(J(w+2w,)) + )

‘fh %
fol2 1,

54. Tutkitaan siis jatkuva-aikaista signaalia

x(t) = cos(27 fit) + cos(27 fot) + cos(27 f3t)

taajuuksilla f; = 100 Hz, fo = 300 Hz ja f3 = 750 Hz. Muista myds w = 2x f, jos tarvi-
taan kulmataajuutta.

Koska kosinifunktio on jaksollinen, tiedetéin, ettd z(t) on jaksollinen ja sille voidaan etsii
Fourier-sarjaesitys. Lasketaan tai havaitaan suoraan, ettd z(t):n perustaajuus fo = 50 Hz.
Niin saadaan esitettyd fi = 2fo, fo = 6fy ja fs = 15fo, ja edelleen kéyttamilld Fourier-
sarjan méaritelmés

o
x(t) = Z ake;‘k(z«fo)t

k=—oc

ja eksponenttifunktiota

z(t) = cos(2m2fyt) 4 cos(2m6 fot) + cos(2m15 fot)
% ((e,,zwzf,,z + 5—,,27&/,)1) + (EﬂﬂﬁfnL + p—ﬂnﬁfm) + ((,JQWLFJM + e—]zmsfm))
saadaan Fourier-sarjan kertoimet

G-15 =06 = 0 =y = 06 = Q15 = 5
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Jokainen z(¢):n sinusoidi tuottaa piikin Fourier-spektriin. HUOM! Téssi tehtiviissi kéisi-
tellddn yksinkertaistaen vain “puhtaita” kosineja, joiden kulma on nolla, ts. Fourier-kerroin
on reaalinen. Fourier-kertoimet (muunnos) ovat yleenséd kompleksisia eli signaalikompo-
nentit ovat eri vaiheissa toistensa suhteen. Eri vaiheiset komponentit, vaikkapa cos(27 ft)
ja cos(2m ft — ), voivat kumota toisensa. Kuvassa 52 Fourier-kertoimien amplitudin suu-
ruus (vaihe siis tissd tehtéivissi nolla).

&

6

I
k

Kuva 52: Fourier-sarjan esitys signaalille z(t). Fourier-kertoimen indeksi kertoo perustaajuuden
monikerran.

Fourier-sarjan esitys vastaa X (jw)m spektrid, kun x-akselille asetetaan taajuudet f; =
100 Hz, f, =300 Hz ja f3 = 750 Hz.
Signaali niytteistetdin taajuudella fy = 1/T eli alkuperiisesti signaalista otetaan f,
kappaletta néiytteitd joka sekunti.

=z(nT) = x(ﬁ) = (cos(?ﬂﬁn) + cos(?rrén) + cos(?rrén))

Is fs fs s

Niytteenottoprosessi voidaan siis tulkita jatkuva-aikaisen signaalin z(¢) kertomisena im-
pulssijunan p(t) kanssa. Taajuustason esitys on muunnosten konvoluutio, jolloin

X09) = 7 3 X(i(o k)

% k=—c0

Niytteistys voidaan nihdi siis jatkuva-aikaspektrin X:n kopiointina niytteenottotaajuu-
den villein. Koska | X| on symmetrinen, se voidaan nidhdi mys taajuuksien kidntéimiselld
(jokaisen) Nyquist-taajuuden (niytteenottotaajuuden puolikas) yli.

Kun signaaleja rekonstruoidaan, toisin sanoen diskreetisté lukujonosta kehitetéiin jatkuva-
aikainen signaali, voidaan huomata vain taajuuksia, jotka ovat alle Nyquistin taajuuden.
Ylimenevit taajuudet aiheuttavat laskostumista pienemmille taajuuksille.

Tehtévin esimerkit.

Tehtéiviissi X (jw) on niytteistetty kolmella eri taajuudella f,: 1600 Hz, 800 Hz ja 400
Hz, Nyquist-taajuus on puolet tteenottotaajuudesta fy/2 eli vastaavasti 800 Hz, 400
Hz ja 200 Hz. Olkoon f, korkein taajuus syStesignaaleissa.

i) f, =1600 Hz, f,/2 =800 Hz > f;,. Ei laskostumista. Kaikki kolme taajuutta voidaan
palauttaa. Kuva 53.
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002
X a(w)l

w (f, Hz)

S2

1000 w (f, Hz)

I

Kuva 53: f; = 1600 Hz. Ylikuvassa summakosini niytteistettynd ja palautettuna: ei laskostu-
mista. Alakuvassa taajuuskaistalle —800..800 Hz ei ole laskostunut taajuuksia.

ii) f; = 800 Hz, f;/2 = 400 Hz < f,. Havaitaan endi taajuuksia 400 Hertziin asti
eli alkuperéinen taajuus 750 Hz on kadonnut. Se on laskostunut taajuudelle 50 Hz.
Katso kuvaa 54.

1

00 300 50
z[n| coa(?ﬂ%n) + (05(27r%n) + LOb(?W%n)
1 —f
COS(ZT{%H) + cns(2w%n) + ros(27rw53n)
100 300 5
cos(?nmn) + cos(27r@n,) + COS(ZW%H)

iit) f, =400 Hz, f,/2 =200 Hz < f,. Taajuudella 100 Hz vierastumista. Taajuudet 300
ja 750 Hz eivit ole enéd havaittavissa. Katso kuvaa 55.
1 : 5
zln] = 005(277%71) + cos(?ﬁz%n) + COS(ZW%H)

100
cos(??rmn) + cos(2m

—100 —50
100 n) -+ cos(?ﬂmn)

100 50
2 coa(?wmn) + Los(ZTrﬁn)

Néytteenottoteoreeman mukaan signaali voidaan palauttaa alkuperéisend vain jos sen kor-
kein taajuus on enintéddn puolet niytteenottotaajuudesta.
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Kuva 54: f; = 800 Hz. Ylikuv: summakosini néytteistettyni ja palautettuna: niytteenot-
totaajuus ei ole riittédnyt informaation siilyttémiseen sellaisenaan. Alakuvassa 750 Hz:n kom-
ponentti on laskostunut 50 Hz:ksi mielenkiintoisella kaistalla —400..400 Hz.

Signaalien laskostumista tietyille taajuuksille voidaan kiyttidd hyviksi. Monen néytteen-
ottotaajuuden jirjestelmissi (multirate systems) muun muassa kapeakaistaisten suoti-
mien laskennan kompleksisuutta voidaan viahentédd huomattavasti.

55. Signaalin rekonstruointi néiytteisté.
a) Reaaliselle signaalille X (jw) on symmetrinen. Esimerkiksi ylin kuva 56.
b) Diskreetti Fourier-muunnos on 27-jaksollinen. Esimerkiksi keskimmiéinen kuva 56.
¢) Alipédstosuodatuksella voidaan palauttaa alkuperdinen signaali. Esimerkiksi alin ku-
va 56.
d) Kun

) . Jw] < we
Hijw) =
() {0, muulloin

niin laskemalla tai taulukosta saadaan

sin(w, t)
it

We .
h(t) = = sinc(w.t/T)
s
Talloin kukunkin diskreettiin mittauspisteeseen voidaan ajatella sinc-kéyra ja ndiden

summasta tulee rekonstruoitu signaali. Katso kuva 7.10(c) kirjasta.
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w(‘f, H2)

0w (f, Hz)

j—

Kuva 55: f, = 400 Hz. Ylikuvassa summakosini néytteistettyné ja palautettuna: signaali on
muuttunut entistd enemmén néytteenotossa.

Kuva 56: Tehtévé 55. Ylhéilld mielivaltainen analogisen signaalin spektri X (jw). Keskelld siité
niiytteistetty, jaksollinen X,(jw)2n vilein. Alhaalla alipdéistosuodatuksella analogiseksi palau-
tettu X, (jw).
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Kaavakokoelma

Merkintd z(t) viittaa jatkuva-aikaiseen signaaliin ja z[n] diskreettiaikaiseen sekvenssiin. Ylei-
sesti signaaleille ja jirjestelmille y on vaste (output), h on jérjestelméin impulssivaste ja x syote
(input). 6(¢) ja 6[n] ovat yksikksimpulssifunktioita. u(t) ja u[n] ovat yksikkoaskelfunktioita. s(t)
ja s[n] ovat askelvastefunktioita. Nousuaika méiritelldéin ajaksi, joka kuluu askelvasteen nouse-
misessa 10%:sta 90%:iin maksimiarvostaan.

Merkinndissi on pienté vaihtelua. Fourier-sarjoissa wy (rad), € (rad/s) on peruskulmataajuus,
fo (Hz) perustaajuus, 7' (s) ja N (1) jatkonpituuksia. Diskreetilld signaalilla on niytteenotto-
taajuus fs tai fr (Hz). Jatkuvalle Q = 27 f, f = 1/T, tai kirjoitetaan my®s w, yksikkéné joka
tapauksessa rad/s. Diskreetille (N, n, k € Z) w = 20Q/Q, = 2nf/f,.

Kompleksiluvut, Euler, geometrinen sarja, sinc, perusfunktiot:

z = z+jy=re’
cos(f) + j sin(6)

u(t) P E>0 '/j &(r)dr

,t<0

,n=0
L, n#0

Even{z(t)} 5 [x(t) +a(-1)] : i g

Odd{x(t)} 0.5 - [z(t) — z(-1)] t
E (t) = h(t) /

d[n]

h(T)dr

J =0

uln] « h[n] = Z hlk

k=—oc

sinc(6) sin(76) /(w0)

Likiarvoja ja laskusdénto Dirac-deltafunktiolle:

0| 0 /8 /6 /4 /3 /2
sin(f) | 0.000 [ 0.3827 | 0.5000 | 0.7071 | 0.8660 | 1.0000
cos(f) | 1 ]0.9239 | 0.8660 | 0.7071 | 0.5000 0

/jc St — to) (t) dt = a(ty)

Konvoluutio:
oo

w(t) % h(t) = h(t) * a(t) = / nr)a(t - 7)dr

=—00

x[n] * h[n] = h[n] * z[n] = Z hlk

k=00
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FOURIER-SARJA

Jatkuva-aikaisen jaksollisen signaalin Fourier-sarja:
+00 1
z(t) = Z a0t jossa aj = ?/ o(t) e~ F Moty
k=—o0

Jatkuva-aikaisen Fourier-sarjan ominaisuuksia:
Tissi x(t) ja y(t) ovat jaksollisia jaksolla T', sekil ay ja by, vastaavat Fourier-sarjan kertoimet.

lineaarisuus Ax(t) + By(t) < Aay + Bby,
aikasiirto z(t — to) « ape =t
taajuussiirto cf“"m“.r(f) > Ap_p

ap =a’,
reaalinen signaali z(t) < ¢ |ax| = |a_|
Lap = —La_y,

reaalinen ja parillinen z(t) < a; reaalinen ja parillinen; reaalinen ja pariton z(t) < ax
puhtaasti imaginaarinen ja pariton

reaalinen Even{z(t)} < Real{a;} ja reaalinen Odd{z(t)} < jImag{as}

Parsevalin relaatio jaksolliselle signaalille (1/7) [, [¢(t)[*dt = 372  |ax|?

Diskreettiaikaisen jaksollisen sekvenssin Fourier-sarja:
1
Jkwon Ep _ P —jkwon
z[n] = Z ay e Jossa ay = Z z[n]e
k=(N) n=(N)

Diskreettiaikaisen Fourier-sarjan ominaisuuksia:
Tissi z[n] ja y[n] ovat jaksollisia jaksolla N, sekil ay ja by, vastaavat Fourier-sarjan kertoimet
jaksollisia jaksolla N.

lineaarisuus Ax[n] + By[n] < Aay + Bby
aikasiirto z[n — ng) « ape=IF@7/Nno
JM(2m/N)n.

taajuussiirto e z[n] < ap_nr

ap = a,
reaalinen sckvenssi z[n] < ¢ |ax| = |a_y|
Lay = —La_y,

reaalinen ja parillinen z[n] < a; reaalinen ja parillinen; reaalinen ja pariton z[n] < a;
puhtaasti imaginaarinen ja pariton

reaalinen Even{z[n]} < Real{a;} ja reaalinen Odd{z[n|} < jImag{a;}

Parsevalin relaatio jaksolliselle sekvenssille (1/N) Y2, _y, [#[n][* = 30, ™ |ax|?
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JATK.AIK. FOURIER-MUUNNOS (CTFT)
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Jatkuva-aikaisen ei-jaksollisen signaalin Fourier-muunnos
1 [t "
FUX G} =) = 3= [ X () s
Pla(t)} = X(jw) = / ) e
Jatkuva-aikaisen Fourier-muunnoksen ominaisuuksia:
Tissi 2(t) < X (jw) ja y(t) « Y (jw).
lineaarisuus ax(t) + by(t) < aX (jw) + bY (jw)
aikasiirto z(t — tg) < e 9" X (jw)
taajuussiirto e0'z(t) < X (j(w — wo))
konvoluuto z(t) x y(t) < X (jw) - Y (jw)
kertolasku a(t) - y(t) < (1/(2m)) [ X (j0)Y (j(w — 0))d0
derivointi ajassa (d/dt) z(t) < jwX (jw)
reaalinen signaali z(t) — X (jw) = X*(—jw)
Parsevalin relaatio jaksottomalle signaalille [*2° |z (t)[2dt = (1/(27)) [72° |X (jw)|?dw

Jatkuva-aikaisen Fourier-muunnoksen muunnospareja:
Tissé signaali «» F-muunnos.

o

+oo
Z age’t ot 2 Z ay, 06(w — kwy)

k=—oo
7 [0(w — wo) + 6(w + wo)]
/3 [0(w — wo) — d(w + wo)]
1

e-dwto

1/(a+jw)

1, [t < T .
z(t) = {0 :t} N Ti 2sin(wTy) /w
sin(Wt) W . L el < W

. sine(Wt/m) X(jw) = {0. Wl > W

DISKR.AIK. FOURIER-MUUNNOS (DTFT)

Diskreettiaikaisen ei-jaksollisen signaalin Fourier-muunnos

FHX (™)} =aln] = %/} X () e"dw

Fz[n]} = X(&*) = Z x[n] e7Ien

n=—o0
Diskreettiaikaisen Fourier-muunnoksen ominaisuuksia:
Téssé z[n] < X(e/°) ja y[n] < Y (&), ja X (&%) ja Y (e/*) ovat 27-jaksollisia.
lincaarisuus azx[n] + by[n] — aX (e™) + bY (e7*)
aikasiirto z[n — ng| <> e M0 X (el¥)
taajuussiirto e7“0"z[n] « X (e/@=w0))
konvoluuto z[n]  y[n] < X (e/) - Y (e7¥)
kertolasku z[n] - y[n] < (1/(27)) [, X ()Y (e/“=)db
differenssi ajassa x[n] — z[n — 1] < (1 — €)X (%)
reaalinen sekvenssi z[n] < X (&%) = X*(e77¥)

Parsevalin relaatio jaksottomalle sekvenssille S _ |z[n]|? = (1/(27)) [, [ X () |?dw

n=—oo
Diskreettiaikaisen Fourier-muunnoksen muunnospareja:
Téssd signaali «» F-muunnos.

o

Z agetemNm 2m Z a 6(w — (2 /N)k)

k=(N) k=—oc0

+oo
cos(won) T Z <d(w —wp — 27l) + 0w + wy — 27rl)>

l=—occ
+00

sin(won) (/7) Z (6(;«, —wo — 27l) — (w4 wp — Zﬂl))

1=
6[n] 1
8[n — ng| eI

a"uln] 1/(1—ae™)
1, |n| <N, sin(w(Ny 4 0.5))
z[n] = — QN

0, |n| >Ny sin(0.5w)
sin(Wn) W

<|w 4
— sine(Wn/m) X(e¥) = {1’ 0 <ol <W
T

™m 0, W< |w<n




